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基于希尔伯特－施密特范数和交叉格莱姆的模型降阶方法
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摘 要：为了克服基于交叉格莱姆矩阵的最小信息损失模型降阶方法的局限性——信息损失性能指标不满足非
负性和范数意义导致其物理意义不直观，利用 Hankel奇异值以及交叉格莱姆的信息属性推导出希尔伯特－施密特
范数与交叉格莱姆的关系，进一步推理得出希尔伯特－施密特范数意义的信息损失性能指标，并给出了基于希尔伯

特－施密特范数和交叉格莱姆的模型降阶方法．最后，通过数值算例表明，降阶效果大为改善，截断误差更小，验

证了新的信息损失指标的合理性和有效性．
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Approach to Model Reduction Based on Hilbert-Schmidt Norm and Cross-Gramian
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Abstract: In order to overcome the limitation that the information loss performance index of the method for model
reduction by minimizing information loss based on cross-Gramian matrix does not meet nonnegativity and any norm so that
its physical meaning is not intuitive, the relationships between the Hilbert-Schmidt norm and the cross-Gramian are derived
from the Hankel singular values of systems and the information property of the cross-Gramian. Via further theoretical
reasoning, the information loss performance index based on Hilbert-Schmidt norm is obtained. Moreover, an approach to
model reduction based on Hilbert-Schmidt norm and cross-Gramian is proposed. Finally, a numerical example is illustrated
to verify that the performance of model reduction is greatly improved and the truncation error is smaller. Therefore, the
rationality and the validity of the new performance index are proved.
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1 引言（Introduction）
大系统在现实世界中广泛存在，如天气和超大

规模集成（VLSI）电路．如果系统维数相当大，那就
给系统的建模、仿真、分析、控制、设计和计算带来

严峻挑战．因此，模型降阶是十分必要的．

模型降阶起源于 20世纪 60年代末，它一直是
控制与系统工程领域的重要课题之一．早期模型

降阶主要是保留系统主导极点，如奇异摄动近似

法、Pade 近似法等．1976 年 Mullis 和 Roberts[1] 首

先提出了平衡的概念，1981年 Moore[2] 从系统内平

衡实现（IBR）的角度，提出了具有里程碑意义的
平衡截断方法．尽管平衡截断能保持系统稳定性和

存在误差限，但是它不是范数意义上的最优化，而

范数类方法，如最优 Hankel范数近似法 [3]，就是寻

求范数意义上的最优化．平衡和范数的方法都属于

奇异值分解（SVD）的方法，SVD的方法只适用中度
复杂系统．因此，基于 Krylov迭代的模型降阶方法
应运而生，它具有数值计算效率高、适合高阶系统

的优点，但是它只适用于线性系统，这类方法在稳定

性上是有局限的，通常不能保证稳定性．SVD方法
和 Krylov方法各有优缺点，部分学者研究这两类方
法的折中或者优良继承的方法，即基于 SVD-Krylov
的方法 [4]．

除此之外，还有一类基于信息论的模型降阶

方法，如最小 KL 信息距离方法 [5]、最小信息损失

（MIL）方法 [6]、改进的最小信息损失（RMIL）[7] 方

法，输出最小信息损失方法 [8] 和基于交叉格莱姆信

息（CGMIL）方法 [9]等．最小KL信息距离方法是使
原系统和降阶系统闭环输出的 KL信息距离最小．
MIL方法也是按照最小 KL信息距离的基本思想，
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只是它考虑的并不是系统的输出，而是系统的状态

变量，所以它能使原系统和降阶系统的状态信息损

失达到最小．RMIL方法通过对平衡法以及三种规
范二阶模式的分析，综合考虑能控性和能观性的信

息损失．输出最小信息损失法先对原系统输出矩阵

进行“伪保熵增广”变换，并对状态变量进行一次保

熵变换，得出在特定坐标下各状态分量与输出信息

的关系，然后截断对系统输出信息贡献小的状态分

量，以保证输出信息损失最小．CGMIL方法，兼顾
系统原始能控性和能观性，以交叉格莱姆信息损失

最小为降阶优化指标．信息类模型降阶方法具有含

义清晰明了的优点，在模型降阶领域有很好的应用

前景．

信息类模型降阶方法也需要合理的信息损失指

标，最好是范数意义上的信息损失指标．本文分析

CGMIL 的模型降阶方法的信息损失指标的局限性
即不满足非负性．如果信息损失为负数，那么给人

的感觉是降阶后系统的信息反而增加了，尽管其真

实含义并非如此，但显然会给读者增加理解难度．

因此，本文研究 Hilbert-Schmidt范数意义上的交叉
格莱姆信息损失指标，并给出算法，有着十分重要

的意义．

2 CGMIL 模型降阶方法（CGMIL model
reduction approach）
本文考虑如下渐近稳定线性定常系统





δxxx(t) = AAAxxx(t)+BBBu(t)

y(t) = CCCxxx(t)+DDDu(t)
(1)

式中 xxx(t) ∈ Rn，u(t) ∈ R，y(t) ∈ R，AAA ∈ Rn×n，BBB ∈
Rn×1，CCC ∈ R1×n，DDD ∈ R1×1．算子 δ 定义为：对于离
散系统而言，δxxx(t) = xxx(t + 1)；对于连续系统而言，
δxxx(t) = ẋxx(t)．
系统的降阶模型为





δxxxr(t) = AAArxxxr(t)+BBBru(t)

yr(t) = CCCrxxxr(t)+DDDru(t)
(2)

式中 xxxr(t) ∈ Rr，r < n，yr(t) ∈ R，AAAr、BBBr、CCCr、DDDr 为

相应维数的常阵．

2.1 交叉格莱姆信息

Fernando和 Nicholson [10-11] 利用能控系统和能

观系统的脉冲响应定义了交叉格莱姆矩阵.
定义 1 时域交叉格莱姆矩阵 对于时间连续

渐近稳定的能控能观的单输入单输出（SISO）系统

(1)而言，系统的时域交叉格莱姆矩阵的定义为

GGGcross =
∞w

0

(exp(AAAt)BBB)(exp(AAATt)CCCT)Tdt

=
∞w

0

exp(AAAt)BBBCCC exp(AAAt)dt (3)

由于系统是渐近稳定的，时域交叉格莱姆矩阵 GGGcross

是如下 Sylvester方程的唯一正定解：

AAAGGGcross +GGGcrossAAA+BBBCCC = 0 (4)

为避免符号混淆，GGGfull
cross 表示原始全阶系统的时域交

叉格莱姆矩阵，GGGred
cross 表示降阶系统的时域交叉格莱

姆矩阵．

根据交叉格莱姆矩阵的定义以及其与系统能

控性和能观性的关系，定义了系统的交叉格莱姆信

息 [9]．

定义 2 交叉格莱姆信息 对于渐近稳定线性

时不变的 SISO最小实现系统 (1)而言，交叉格莱姆
信息（记为 I(GGGcross)）定义为

I(GGGfull
cross) =

n
2

log(2πe)+
1
2

log(detGGGfull
cross) (5)

上式中若对数以 10 为底，则 I(GGGfull
cross) 单位为奈特；

若对数以 2为底，则 I(GGGfull
cross)单位为比特；若对数为

自然对数，则 I(GGGfull
cross)单位为比哈特．本文采用自然

对数．

2.2 CGMIL基本思路
给出降阶后交叉格莱姆信息损失指标 [9]为

∆I =I(GGGfull
cross)−I(GGGred

cross)=
(

n
2

ln(2πe)+
1
2

ln(detGGGfull
cross)

)

−
(

r
2

ln(2πe)+
1
2

ln(detGGGred
cross)

)

=
n− r

2
ln(2πe)+

1
2

(
ln(detGGGfull

cross)− ln(detGGGred
cross)

)

(6)

根据线性系统理论和香农信息熵原理，∆I 可以
由式 (7)算得

∆I =
n− r

2
ln(2πe)+

1
2

(
n

∑
i=r+1

ln(λi(GGGfull
cross))

)
(7)

式中 λi(GGGfull
cross)（i = r+1，r = 2, · · · ,n）表示矩阵GGGfull

cross

的第 i个特征值，r为降阶系统的阶次，如果降阶系
统的阶次选定，[(n− r) ln(2πe)]/2为常数值，则显然
在矩阵 GGGfull

cross 的 n个特征值中选择最小的 n− r个特
征值可以使 ∆I 为最小．当把列向量 η1,η2, · · · ,ηr 选

为相应于矩阵 GGGfull
cross 的 r 个最大特征值对应的正交

特征向量时，构成的集结矩阵 ΛΛΛ = [η1,η2, · · · ,ηr]T

可以使模型降阶产生的 ∆I 为最小．
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3 信息损失指标分析（Analysis on informa-
tion loss performance index）

由式 (7)可以看出，如果消除的特征值 λi（i =
r +1，r = 2, · · · ,n）中接近零的特征值比较多，则 ∆I

有可能为负数，给人的感觉是降阶后系统的信息反

而增加了，然而 ∆I真正的含义仅仅是依据它的大小

来衡量信息损失的多少，而与它的符号无关．假如按

照 2.2节的方法选择集结矩阵获得 r阶系统，∆I1 为

某一负数；若不按照 2.2节的方法选择集结矩阵获得
r 阶系统，则 ∆I2 一定会比 ∆I1 大，∆I2 可能是负数，

也可能是正数．因此 ∆I1 虽然是负数，但是 ∆I1 <

∆I2，∆I1 信息损失比较小，∆I2 信息损失比较大，

也就是说 ∆I不是绝对值意义上进行比较的指标，而

是在实数意义上进行比较的指标．

该信息损失指标是依据香农信息熵和 Kullback-
Leibler信息距离提出的，需要说明的是非负性对于
离散信源的信息熵是适用的，但对于连续信源的信

息熵来说这一性质并不存在，因此 ∆I有别于传统的

非负性指标，其局限性就在于 ∆I 不满足非负性．

虽然 ∆I不满足非负性，但依然可以依据实数意
义上的大小来判断信息损失的多或少．但显然会增

加读者的理解负担，因此有必要找到一个等价的并

且满足非负性的指标来替代 ∆I．为此，下面将提出
Hilbert-Schmidt范数意义上的信息损失指标．

4 基于希尔伯特－施密特范数的交叉格莱

姆的方法（Approach to model reduction
via Hilbert-Schmidt norm and cross-
Gramian）

4.1 系统 Hilbert-Schmidt范数
给出 SISO线性系统的Hilbert-Schmidt范数 [12]：

κ2 = tr

( ∞w

0

0w

−∞

hhhT(t− τ)hhh(t− τ)dτdt

)
(8)

式中 κ2 表示 Hilbert-Schmidt范数，hhh(t− τ)为系统
的马尔可夫参数，即

hhh(t− τ) = CCC exp(AAA(t− τ))BBB (9)

如果系统是稳定对称的，则式 (8)等价于

κ2
full = tr

( ∞w

0

0w

−∞

BBBT exp(AAAT(t− τ))CCCTCCC · exp(AAA(t− τ))BBBdτdt

)

= tr

( ∞w

0

BBBT exp(AAATt) ·
[ 0w

−∞

exp(−AAATτ)BBBTBBBexp(−AAAτ)dτ

]
exp(AAAt)BBBdt

)
= tr

( ∞w

0

BBBT exp(AAATt)WWW o exp(AAAt)BBBdt

)

= tr

( ∞w

0

exp(AAAt)BBBBBBT exp(AAATt)WWW odt

)
= tr(WWW oWWW c) = σ 2

1 +σ 2
2 + · · ·+σ 2

n (10)

式中 κ2
full 表示对应于全阶系统的 Hilbert-Schmidt范

数，σi为系统的 Hankel奇异值，WWW c和WWW o分别为系

统 (1)的能控性格莱姆矩阵和能观性格莱姆矩阵：

WWW c =
∞w

0

exp(AAAt)BBBBBBT exp(AAATt)dt (11)

WWW o =
∞w

0

exp(AAATt)CCCTCCC exp(AAAt)dt (12)

系统的 Hankel 奇异值与WWW oWWW c 的特征值具有等价

关系，下面以定理的形式完整地给出这个关系 [13]．

定理 对于稳定的可控可观系统，系统的 Han-
kel奇异值等于WWW oWWW c 的特征值的正平方根，即：

σi =
√

λi(WWW cWWW o) (13)

4.2 系统 Hilbert-Schmidt范数信息损失指标
易知式 (5)可变换为如下形式：

4
(

I(GGGfull
cross)−

n
2

ln(2πe)
)

= ln(det(GGGfull
cross)

2) (14)

对于渐近稳定的 SISO 系统而言，交叉格莱姆矩阵
与能控性格莱姆矩阵和能观性格莱姆矩阵具有如下

关系 [9]

(GGGfull
cross)

2 = WWW cWWW o (15)

式 (15)代入式 (14)得

4
(

I(GGGfull
cross)−

n
2

ln(2πe)
)

= ln(det(WWW cWWW o))

= ln(
n

∏
i=1

λi(WWW cWWW o)) =
n

∑
i=1

lnλi(WWW cWWW o) (16)

式 (13)代入式 (16)得

4
(

I(GGGfull
cross)−

n
2

ln(2πe)
)

=
n

∑
i=1

lnσ 2
i (17)

因为 lnσ 2
i 是增函数，而 ∆I考察的又是相对大小，所

以可以用 σ 2
i 替代 lnσ 2

i ．设 xxx = [x1 x2 · · · xn]，定义
如下关系

f (
n

∑
i=1

lnx2
i ) =

n

∑
i=1

x2
i (18)
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将上述关系作用于式 (17)左右两边得

f (4
(

I(GGGfull
cross)−

n
2

ln(2πe)
)
) =

n

∑
i=1

σ 2
i (19)

由式 (13)和式 (14)得

σ 2
i = λi(WWW cWWW o) = λi((GGGfull

cross)
2) (20)

式 (20)代入式 (19)得

f (4
(

I(GGGfull
cross)−

n
2

ln(2πe)
)
) = tr((GGGfull

cross)
2) (21)

把式 (20)代入式 (10)得

κ2
full = tr(WWW oWWW c) = tr((GGGfull

cross)
2) (22)

由式 (21)和式 (22)得

f (4
(

I(GGGfull
cross)−

n
2

ln(2πe)
)
) = κ2

full (23)

至此，可以给出一个新的信息损失指标：

∆J = f (4
(

I(GGGfull
cross)−

n
2

ln(2πe)
)
)−

f (4
(

I(GGGred
cross)−

r
2

ln(2πe)
)
)

=κ2
full−κ2

red =
n

∑
i=r+1

σ 2
i (24)

∆J 是系统的 Hilbert-Schmidt 范数意义上的误差指
标，由式 (24)易知，∆J显然满足非负性．
4.3 基于系统 Hilbert-Schmidt 范数的 CGMIL 算

法（HSC）
下面研究如何使 ∆J 在降阶后达到最小的问题．

式 (24)可进一步表示为

∆J = κ2
full−κ2

red =
n

∑
i=1

λ 2
i ((GGGfull

cross)
2)−

r

∑
i=1

λ 2
i ((GGGred

cross)
2)

(25)
显然，对于给定系统而言，κ2

full 为固定值，要使 ∆J
最小，就是使 κ2

red 达到最大，即

min∆J = max
r

∑
i=1

λ 2
i ((GGGred

cross)
2) (26)

如果 GGGred
cross 能保留 GGGfull

cross 的 r个最大的特征值，那么
就可使 ∆J最小．下面给出 HSC算法的具体步骤：
输入：最小实现的稳定的系统 [AAA,BBB,CCC,DDD]
第 1步：计算系统的能控性格莱姆矩阵WWW c 和

能观性格莱姆矩阵WWW o，

WWW c = gram(sys , ‘c’) WWW o = gram(sys , ‘o’) (27)

第 2步：对WWW c 进行 Cholesky分解，

[RRR, p] = chol(WWW c) (28)

第 3步：对构造矩阵 RRRWWW oRRRT 进行奇异值分解

[UUU ,SSS,VVV ] = svd(RRRWWW oRRRT) (29)

第 4步：构造非奇异矩阵，

TTT = SSS1/4VVV T(RRRT)−1 (30)

TTT−1 = RRRTUUUSSS−1/4 (31)

第 5步：计算交叉格莱姆矩阵

GGGfull
cross = lyap(TTT AAATTT−1,TTT AAATTT−1,TTT BBBCCCTTT−1) (32)

第 6步：对交叉格莱姆矩阵进行特征分解

[VVV DDD] = eigs((GGGfull
cross)

2,MAX)|MAX=n

VVV = [vvv1,vvv2, · · · ,vvvr,vvvr+1,vvvr+2, · · · ,vvvn] (33)

DDD = [λ1,λ2, · · · ,λr,λr+1,λr+2, · · · ,λn]

式中 vvvi 为对应于 λi 的 n维特征向量．
第 7步：系统阶次选择，若

λ1 > λ2 > · · ·> λr À λr+1 > λr+2 > · · ·> λn

则选择降阶系统的阶次为 r，当然如果仿真后系统
的近似性能非常好，为了进一步精简系统，可以把

阶系再选小一些，总之，在近似性能可接受的范围

内，降阶系统应该尽量简单一些．

第 8步：构造集结矩阵

FFF = [vvv1,vvv2, · · · ,vvvr] (34)

第 9步：生成伪逆矩阵

PPP = pinv(FFF) (35)

第 10步：生成 HSC降阶系统

AAAr = FFFTTT AAATTT−1PPP BBBr = FFFTTT BBB

CCCr = CCCTTT−1PPP DDDr = DDD
(36)

从算法计算的角度考虑，本方法属于基于 SVD
的方法，本算法的复杂度与 SVD 相同，时间复杂
度和空间复杂度分别为 o(n3)和 o(n2)，适用于 n 6
1000的系统．当然这并不是绝对的，适用于多少阶
的系统取决于计算机本身的速度和存储容量．

5 数值算例（Numerical example）
数值算例采用稳定的 24阶 SISO模型（模型数

据详见文 [13]，分别采用 CGMIL和 HSC对该模型
进行降阶，分别得到 5阶模型．

CGMIL降阶模型为
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AAAr1 =




−1.5750 −1.6660 −0.8303 0.5293 −0.6453

3.4110 −1.4980 2.7310 −2.0790 0.4789

−0.7509 −1.5390 −0.8858 −0.6705 0.5748

0.4172 1.8630 0.0072 0.3625 −3.2690

0.1949 1.0360 −0.8357 3.4790 −2.8240




BBBr1 =
[ −3.2980,3.0330,1.52200,−2.8790,−2.5640

]T
, CCCr1 =

[
1.4270,1.9230,−0.1239,1.9640,−1.2110

]

HSC降阶模型为

AAAr2 =




−0.5828 2.5810 0.5255 −0.8625 0.3212

−2.5810 −0.9259 −2.3530 2.1450 −0.4271

0.5255 2.3530 −0.6736 1.3280 −0.8169

−0.8625 −2.1450 1.3280 −3.0330 4.8600

−0.3212 −0.4241 0.8169 −4.8600 −0.4368




BBBr2 =
[

1.1320,1.0780,−0.6612,0.9516,0.2856
]T

, CCCr2 =
[ −1.1320,1.0780,0.6612,−0.9516,0.2856

]

5.1 仿真验证 1——奈氏曲线图
绘制原始全阶系统、CGMIL 降阶系统和 HSC

降阶系统的奈氏曲线，如图 1所示，HSC系统的奈
氏曲线更逼近全阶系统的奈氏曲线．

图 1 频率响应曲线

Fig.1 Frequency response curve

5.2 仿真验证 2——输入随机信号
为了比较降阶效果的好坏，首先对原始全阶系

统、CGMIL降阶系统和 HSC降阶系统进行零均值
高斯白噪声（点数为 600）响应的仿真．由仿真结果
图 2，HSC降阶系统的随机误差明显小于 CGMIL降
阶系统的随机误差．

定义如下形式的统计意义上的相对误差

E =
1
N

√
N

∑
i=1

(yr(i)− y(i))2

y2(i)
(37)

式中 yr 和 y分别为全阶系统和降阶系统的随机响应
输出．对原始全阶系统、CGMIL降阶系统和HSC降
阶系统进行 30次零均值高斯白噪声响应的仿真（单
次点数大于 10 000），按式 (37) 计算 CGMIL 降阶
系统和 HSC 降阶系统的统计意义上的相对误差并
绘制相对误差曲线图，如图 3所示．可见，在 30次

图 2 零均值高斯白噪声随机响应误差

Fig.2 Error of zero-mean Gauss white noise random response

图 3 零均值高斯白噪声随机响应统计意义上的相对误差

Fig.3 Statistical relative error of zero-mean Gauss white noise
random response
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统计中，仅有一次 HSC系统的误差大于 CGMIL系
统的误差．

5.3 仿真验证 3——输入确定信号
对原始全阶系统、CGMIL降阶系统和 HSC降

阶系统施加正弦信号，各系统的正弦响应曲线图如

图 4所示．可知，HSC系统正弦响应曲线更加逼近
全阶系统正弦响应．

图 4 正弦响应曲线

Fig.4 Sine response curves

对原始全阶系统、CGMIL降阶系统和 HSC降
阶系统施加阶跃信号，各系统的阶跃响应曲线图如

图 5所示．可知，HSC系统阶跃响应曲线和 CGMIL
系统阶跃响应的暂态响应都能很接近全阶系统的阶

跃响应，但是，在稳态阶段 HSC系统阶跃响应更加
逼近全阶系统阶跃响应．

图 5 阶跃响应曲线

Fig.5 Step response curves

6 结论（Conclusion）
本文分析指出了信息类模型降阶方法的信息损

失指标的局限性——不满足非负性和非范数意义的
指标，通过理论推理运算得出 Hilbert-Schmidt范数
意义的误差指标，提出范数意义指标，消除了非负

性指标带来的误解，使信息损失指标含义趋于合理

化，并提出了相应的降阶算法．数值算例和仿真分

析表明，HSC算法优于 CGMIL算法，具有相对更小
的降阶误差．
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