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超椭球凸集合可靠性综合指标定义及求解方法

周凌１，＊，安伟光２，贾宏光１
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摘　要：针对失效域与超椭球凸集合发生干涉与不发生干涉两种情况下，超椭球凸集合非概率可靠性与非概率可靠度

两种指标各自存在的不足，将两指标相结合提出多个超椭球凸集合描述时的可靠性综合指标定义，并提出将改进的有限

步长迭代法（ＭＬＳＡ）与 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ法结合来求解综合指标的方法。ＭＬＳＡ是在有限步长迭代法的基础上提出的，根据

增广拉格朗日函数的极值条件构造了一个新的评价函数，并引入黄金分割法对步长进行一维搜索得到最优步长从而加

速收敛。数值算例表明，用 ＭＬＳＡ求解多个超椭球凸集合描述时的非概率可靠性指标的结果正确，并具有很好的收敛

性，用超椭球凸集合可靠性综合指标评价超空泡射弹屈曲非概率可靠性程度更加合理。
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　　目前工程结构系统中不确定信息主要有随
机、模糊与未知而有界３种描述形式，其数学基础
分别是概率论、模糊集理论与凸集合理论（区间数
学）。当结构样本数据较少时，无法得到不确定变
量准确的概率分布，概率分布的微小差异会使得

概率可靠性的度量结果差别很大［１］。此时模糊可

靠性的隶属函数确定也较为困难，且大多带有人
为主观色彩，因而概率与模糊可靠性分析的结果
不能令人满意。但是在工程中不确定变量的不确
定边界是容易确定的，所以当无法给出准确的概
率分布时，基于不确定变量的未知而有界描述的
非概率可靠性度量可作为概率可靠性的一种补充

方法。

自从Ｂｅｎ－Ｈａｉｍ提出非概率可靠性的概念［２］

以来，国内外学者提出了不同的非概率可靠性模
型或针对原有的非概率可靠性模型指标计算的困

难提出相应的求解方法。Ｂｅｎ－Ｈａｉｍ［３］在原概念
的基础上，提出结构线性系统的鲁棒可靠性理论，

并给出非概率凸模型的鲁棒可靠性准则。邱志平
等［４］在指出Ｂｅｎ－Ｈａｉｍ鲁棒可靠性准则错误的同
时，提出了安全与失效的关系应对应凸集合间的
偏序关系的新准则。Ｅｌｉｓｈａｋｏｆｆ［５］基于区间分析

方法，提出可靠性指标是一区间而非具体值，区间
的边界是根据传统的安全因子法进行区间运算而

得到的。吕震宙等［６］基于模糊可靠性理论中的隶

属函数及概率可靠性思想，将含有区间变量的函
数看做均匀分布函数，然后将此函数的均匀分布
概率密度函数与隶属函数相乘，并在不确定域上
进行积分得到可靠性指标。郭书祥等［７］基于区间
分析方法，定义了一种新的非概率可靠性指标，即
将结构功能函数的均值与离差的比值作为非概率

可靠性的评价标准，并从几何和物理涵义上解释
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了其合理性。曹鸿钧等［８］给出了超椭球凸集合模
型与区间变量共存情况下的非概率可靠性指标η′
的定义，并给出了其求解算法。王晓军等［９］用结
构安全域的体积与基本区间变量域的总体积之比

作为结构非概率集合可靠性的度量，并证明了它
与概率可靠性度量的相容性。乔心州等［１０］借鉴
文献［９］提出的非概率区间可靠度思想，建立了

０≤η′≤１时基于超椭球凸集合的非概率可靠性
度量方法，并证明了其与概率模型的相容性。江
涛等［１１］针对基于区间变量的非线性功能函数的

非概率可靠性指标难以求取的问题，提出了求取
非概率可靠性指标的一维优化方法。郭书祥
等［１２］在区间变量一般运算基础上，给出了非概率
可靠性指标求解的定义法、转换法和优化法３种
方法。罗阳军等［１３］运用能保证收敛的验算点法
（ＨＬ－ＲＦ）的修正迭代公式求解基于超椭球凸集
合的非概率可靠性指标。Ｋａｎｇ等［１４］定义了多个
超椭球凸集合描述结构系统不确定性情况下的非

概率可靠性指标，并给出了非概率可靠性指标约
束时大变形连续体结构的拓扑优化方法。Ｌｕｏ
等［１５］将概率与凸集合混合模型描述下的结构可

靠性指标定义为嵌套的最小值问题，并给出了在
标准不确定空间中搜索最坏点和最有可能失效点

的迭代步骤。
本文针对文献［８］与文献［１０］给出的两种超

椭球凸集合非概率可靠性指标各自存在的片面

性，将两指标相结合提出了多个超椭球凸集合描
述时的可靠性综合指标定义，并将改进的有限步
长迭代法（ＭＬＳＡ）与 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ法结合来求解
综合指标，最后通过工程算例说明综合指标及其
求解方法有很好的适用性。

１　两种指标各自存在的片面性

通过单个超椭球凸集合描述时的非概率可靠

性度量来说明两种指标各自的片面性。
当只有一个超椭球凸集合时，文献［８］给出

的非概率可靠性指标η′定义为标准化单位超球
扩展空间中从原点到极限状态方程的最短距

离，即

η′＝ｓｇｎ（ｇ′（０））ｍｉｎ
Δｖ

ΔｖＴΔ槡 ｖ

ｓ．ｔ．　ｇ′（Δｖ）＝ｇ（Ｙ）＝０ （１）

式中：ｓｇｎ（·）为正负号函数；Δｖ为单位超球空
间向量；Ｙ为超椭球空间向量；ｇ′（Δｖ）与ｇ（Ｙ）分
别为单位超球与超椭球空间中的极限状态

方程。
文献［１０］的超椭球凸集合非概率可靠度Ｒ′ｓｅｔ

定义为标准化超球空间中安全域的超体积Ｖ′Ｓ与
超球体的总体积Ｖ′ＡＬＬ之比，即

Ｒ′ｓｅｔ＝η′（ｇ′＞０）＝
Ｖ′Ｓ
Ｖ′ＡＬＬ

（２）

　　下面结合图１所示的二维标准化空间来说
明上述两种非概率可靠性指标各自存在的片

面性。

图１　二维标准化空间

Ｆｉｇ．１　Ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ　ｓｐａｃｅ

如图１（ａ）所示，极限状态曲面Ｍ２ 的η′２大于

Ｍ１ 的η′１，表明 Ｍ２ 的可靠度大于 Ｍ１ 的可靠度，
真实地反映了超椭球凸集合离失效域的远近，即
当失效域与超椭球凸集合不发生干涉时，η′对于
不同的极限状态曲面能够很好地度量它们的非概

率可靠性程度并且相互之间可以比较。只要极限
状态曲面上的最有可能失效点重合或其到原点的

距离相等，则不同的极限状态曲面的η′相等，如
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Ｍ１ 的η′１与Ｍ３ 的η′３相等。当失效域与超椭球凸
集合发生干涉时，如图１（ｂ）所示，尽管 Ｍ１ 的η′１
与 Ｍ３ 的η′３相等，但可以看出 Ｍ１ 和 Ｍ３ 与圆域
干涉的面积不同，此时η′已不能很好地度量结
构的非概率可靠性程度。从本质上看，η′表示的
扩展几何涵义只包含了极限状态曲面上最可能

失效点这一点的信息，这对于不发生干涉时度
量结构的绝对安全程度是合理的，物理意义也
是明确的，但当失效域与超椭球凸集合发生干
涉时，结构的绝对安全已不存在，只考虑最可能
失效点这一点的信息是不够的，应该考虑干涉
域的信息并对其进行度量才合理，因而此时η′
已无明确物理涵义，需采用Ｒ′ｓｅｔ来度量结构的非
概率可靠度。但对于不发生干涉的情况，Ｒ′ｓｅｔ对
于不同的极限状态曲面给出的可靠度始终为１，

如图１（ａ）中的 Ｍ１ 和 Ｍ２ 的可靠度均为１，不能
对不同的极限状态曲面的非概率可靠性程度进

行比较，更不能体现Ｂｅｎ－Ｈａｉｍ非概率可靠性的
思想。
从以上分析可知，η′无法度量失效域与超椭

球凸集合干涉时的可靠性，Ｒ′ｓｅｔ无法度量失效域与
超椭球凸集合不发生干涉时的可靠性，因而可将
两种度量指标相结合，提出超椭球凸集合可靠性
综合指标的概念。

２　综合指标定义与求解算法

针对上述两种指标各自存在的片面性，定义
一种多个超椭球凸集合描述时的可靠性综合指标

κ′，即

κ′＝ η′ η′＞１
Ｒ′ｓｅｔ ０≤η′≤１

（３）

式中：Ｒ′ｓｅｔ为非概率可靠度，与单个超椭球凸集合
时相同，如式（２）所示；η′为非概率可靠性指标，与
单个超椭球凸集合时的表达式不同，其为

η′＝ｓｇｎ（ｇ′（０））ｍｉｎ
Δｖ
（ｍａｘ
ｉ＝１，２，…，ｋ

δｉ ＝ ΔｖＴｉΔｖ槡 ｉ）

ｓ．ｔ．　ｇ′（Δｖ）＝ｇ（Ｙ）＝０ （４）

式中：δｉ 为第ｉ个超椭球凸集合的等效区间变
量。对于用多个超椭球凸集合描述结构的不确
定参数的情况，其非概率可靠性指标η′为极小－
极大值问题。当每一个超椭球中只有一个变量

的特殊情况时，η′为多个区间变量描述时的非概
率区间可靠性指标η，所以式（４）统一了超椭球
凸集合与非概率区间两种描述形式下的非概率

可靠性指标度量。文献［１１］证明了非概率区间
可靠性指标η只可能存在于无穷空间中通过原
点和区间集合顶点的超射线与标准化失效面的

某一交点处，即

ｇ″（±δ１，±δ２，…，±δｋ）＝ｇ′（Δｖ）＝０

｜±δ１｜＝｜±δ２｜＝ … ＝｜±δｋ｜
（５）

则可将η′的极小－极大值问题转换为求解标准空
间中的原点到极限状态曲面最短距离的问题，即

η′＝ｓｇｎ（ｇ′（０））
１
槡ｋ
ｍｉｎ
Δｖ ∑

ｋ

ｉ＝１
δ槡 ｉ

ｓ．ｔ．　Ｇ（Δｖ）＝ ｛１２ （ｇ′（Δｖ））２＋

Ｃ ∑
ｋ－１

ｉ＝１

（δｉ－δｉ＋１）２＋（δｋ－δ１）［ ］｝２ ＝０ （６）

式中：Ｃ为权重系数。构造新的极限状态方程约
束函数Ｇ（Δｖ），既保证求得η′处的坐标值在极限
状态曲面上，又保证满足式（５）的必要条件，且通
过权重Ｃ 可加速使式（５）的条件得到满足。令

ｋ＝１，则式（６）可退化为式（１）所示的单个超椭球
凸集合描述时的情况。由式（６）可知，同样可采用
与概率可靠性指标求解类似的改进的一次二阶矩

法迭代求解η′，两者只是迭代空间与极限状态方
程的约束函数不同。
在计算κ′之前需计算η′，针对极限状态方程

非线性程度较高时，改进的一次二阶矩法迭代不
收敛的情况，文中采用ＭＬＳＡ求解η′。ＭＬＳＡ是
在贡金鑫教授提出的有限步长迭代法［１６］的基础

上，通过对迭代步长进行一维搜索，来保证每一迭
代步长均为最优步长，从而加速收敛，且无需多次
试算来确定保证收敛的初始步长，解决了在功能
函数非线性程度极高时保证收敛的初始步长难于

确定的问题［１７］。Ｌｉｕ等［１８］根据拉格朗日函数的
两个极值条件构造了非负的评价函数作为步长一

维搜索的依据，但拉格朗日函数的极小值需通过
鞍点来求得，而鞍点不一定存在，因而即使目标函
数有极小值，也未必能通过寻找拉格朗日函数的
极值得到，该问题可以通过增广拉格朗日函数解
决，因而根据增广拉格朗日函数的极值条件构造
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了一个新的评价函数ｍ（Δｖ），即

ｍ（Δｖ）＝ Δｖ－
（

Δ

Ｇ（Δｖ））ＴΔｖ
‖

Δ

Ｇ（Δｖ）‖２

Δ

Ｇ（Δｖ）＋

ｒ１Ｇ（Δｖ）

Δ

Ｇ（Δｖ）
２

（７）

式中：ｒ１ 为罚系数。在标准化空间中，有限步长
迭代法的迭代公式为

α（ｋ＋１）＝ Δｖ（ｋ）－λ（ｋ）

Δ

Ｇ（Δｖ（ｋ））
‖Δｖ（ｋ）－λ（ｋ）

Δ

Ｇ（Δｖ（ｋ））‖

η′
（ｋ＋１）＝－Ｇ

（Δｖ（ｋ））－（

Δ

Ｇ（Δｖ（ｋ）））ＴΔｖ（ｋ）
（α（ｋ＋１））Ｔ

Δ

Ｇ（Δｖ（ｋ））

Δｖ（ｋ＋１）＝α（ｋ＋１）η′
（ｋ

烅

烄

烆
）

（８）

式中：α 为灵敏度系数；λ为可调节步长；上标
“（ｋ）”代表迭代步数。其中

Δ

Ｇ（Δｖ）的表达式为

Δ

Ｇ（Δｖ）＝ｇ′（Δｖ）

Δ

ｇ′（Δｖ）＋

Ｃ∑
ｋ－１

ｉ＝１

（δｉ－δｉ＋１）±δｉΔｖ
δｉ＋１
Δ（ ）ｖ ＋

Ｃ（δｋ－δ１）±δｋΔｖ
δ１
Δ（ ）ｖ （９）

式中：正负号的选取由式（１０）决定。

±δｉΔｖ＝

δｉ
Δｖ

ｓｇｎ（ｇ′（Δｖ））
Δｖｉ＝０

Δｖｊ≠０，ｊ≠ｉ

≥０

－δｉΔｖ
ｓｇｎ（ｇ′（Δｖ））

Δｖｉ＝０
Δｖｊ≠０，ｊ≠ｉ

＜０

（ｉ＝１，２，…，ｋ

烅

烄

烆 ）

（１０）

　　当用 ＭＬＳＡ求得η′之后，若０≤η′≤１则需
求Ｒ′ｓｅｔ值，但对于多维非线性功能函数，安全域的
体积很难计算。文献［１０］证明了超椭球凸集合非
概率可靠度Ｒ′ｓｅｔ度量与超椭球内均匀分布随机变
量的概率度量之间的相容性，因而提出采用

Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ法求解Ｒ′ｓｅｔ，在各单位超球变量Δｖｉ
空间中进行均匀采样。假设第ｉ个超球空间的维
数为ｍ，则其超球坐标为（ｒ，θ１，θ２，…，θｍ－１），ｒｍ

在［０，１］上均匀取值，θｌ 在［０，２π］上均匀取值，在
产生随机数ξｌ之后，则可得到球坐标ｒ及θｌ 的抽
样值为

ｒｍＦ（ξｌ）＝０＋（１－０）ξｌ ＝ξｌ

θＦ（ξｌ）＝０＋（２π－０）ξｌ ＝２πξｌ
（ｌ＝１，２，…，ｍ
烅

烄

烆 ）

（１１）

　　然后再将球坐标转换到直角坐标中的Δｖｉ空
间，其转换式为

Δｖｉ＝

Δｖ１
Δｖ２


Δｖｍ－１
Δｖ

熿

燀

燄

燅ｍ

＝

ｒ　ｃｏｓθ１
ｒ　ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２



ｒ　ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２…ｓｉｎθｍ－２ｃｏｓθｍ－１
ｒ　ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２…ｓｉｎθｍ－

熿

燀

燄

燅１

（１２）

　　对于每个超椭球中只有一个变量，即多个区
间变量Δｖｌ（ｌ＝１，２，…，ｍ）的情况，有

Δｖｌ ＝－１＋［１－（－１）］ξｌ ＝２ξｌ－１ （１３）

　　将Δｖ代入到标准化空间中的极限状态方程

ｇ′（Δｖ）中，得非概率可靠度Ｒ′ｓｅｔ的表达式为

Ｒ′ｓｅｔ＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｋ１
ｎ

（１４）

式中：ｋ１ 为ｇ′（Δｖ）＞０的次数；ｎ为计算的总
次数。
下面给出综合指标κ′的具体求解步骤：
步骤１　首先将第ｉ个超椭球凸集合Ｙｉ向量

转化成单位超球空间中的Δｖｉ 向量，假设超椭球
凸集合Ｅｉ为

Ｅｉ ＝ ｛Ｙｉ：Ｙｉ∈Ｒｍ，（Ｙｉ－Ｙｉ０）ＴＷｉ（Ｙｉ－Ｙｉ０）≤２ｉ｝
（１５）

式中：Ｙｉ０为超椭球中心；Ｗｉ 为描述超椭球形状的
已知正定矩阵；ｉ 为确定超椭球大小的已知正实
数，则其转换式为

ｖｉ ＝Λ１／２ｉ 珚ＰｉＹｉ／ｉ
ｖｉ０ ＝Λ１／２ｉ 珚ＰｉＹｉ０／ｉ
Δｖｉ ＝ｖｉ－ｖｉ
烅
烄

烆 ０

（１６）

式中：Λｉ为对角阵；珚Ｐｉ为正交矩阵；Ｗｉ＝珚ＰＴｉΛｉ珚Ｐｉ。
步骤２　设置初始参数，令ｋ＝０，Δｖ（ｋ）＝０，并

设定正实常数ｃ、权重系数Ｃ、初始罚系数ｒ（０）１ 及
其调节系数χ，确定步长λ

（ｋ）搜索区间的搜索初始

值λ０ 及搜索初始步长λｈ、循环终止判别准则ε及
终止步数Ｎ。
步骤３　由λ０、λｈ 及Δｖ（ｋ）首先确定最优步长

λ（ｋ）的搜索区间［λ（ｋ）ｌｏｗ，λ（ｋ）ｕｐ］，即
（１）将λ１＝λ０＋λｈ 及Δｖ（ｋ）代入到式（８）得到

η′１ 及 Δｖ
１，并将 Δｖ１ 与 Δｖ（ｋ）代入到式（７）得到

ｍ（Δｖ１）和ｍ（Δｖ（ｋ））。
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（２）若 ｋ＝０，则λ（ｋ）＝λ１，η′
（ｋ＋１）＝η′１，

Δｖ（ｋ＋１）＝Δｖ１，ｍ（Δｖ（ｋ＋１））＝ｍ（Δｖ１），并执行步骤

５；否则执行（３）。
（３）若ｍ（Δｖ（ｋ））≥ｍ（Δｖ１），则计算λｊ＝λ０＋

２ｊ－１λｈ（ｊ＝２，３，…），并相应得到η′ｊ、Δｖｊ 及

ｍ（Δｖｊ），直到ｍ（Δｖ　ｊ－１）＜ｍ（Δｖ　ｊ）或ｊ＞Ｎ 时停
止计算。若ｊ＞Ｎ１，则λ（ｋ＋１）＝λｊ，η′

（ｋ＋１）＝η′ｊ，

Δｖ（ｋ＋１）＝Δｖｊ，ｍ（Δｖ（ｋ＋１））＝ｍ（Δｖ　ｊ），并执行步骤

５；否则令λｒ＝（λｊ＋λｊ－１）／２，并相应求得η′ｒ、Δｖ
ｒ

及ｍ（Δｖｒ），若ｍ（Δｖｊ－１）≥ｍ（Δｖｒ），则λ（ｋ）ｌｏｗ＝λｊ－１，

λ（ｋ）ｕｐ ＝λｊ；否则，λ（ｋ）ｌｏｗ＝λｊ－２，λ（ｋ）ｕｐ ＝λｒ。
（４）若 ｍ（Δｖ（ｋ））＜ｍ（Δｖ１），则λ（ｋ）ｌｏｗ ＝λ０，

λ（ｋ）ｕｐ ＝λ１。
然后采用黄金分割法在区间［λ（ｋ）ｌｏｗ，λ（ｋ）ｕｐ ］内搜

索最佳步长λ（ｋ），并由标准化空间中的有限步长
迭代式（８）及式（７）相应求得η′

（ｋ＋１）、Δｖ（ｋ＋１）及

ｍ（Δｖ（ｋ＋１））。
步骤 ４　 若 黄 金 分 割 法 搜 索 得 到 的

ｍ（Δｖ（ｋ＋１））＞ｍ（Δｖ（ｋ）），则令λ（ｋ）＝λ（ｋ－１）／ｃ，重新
计算η′

（ｋ＋１）、Δｖ（ｋ＋１）及ｍ（Δｖ（ｋ＋１））。
步骤５　先由式（１７）确定罚系数ｒ（ｋ＋１）１ ，即

ｒ（ｋ＋１）１ ＝
χｒ（ｋ）１ ｇ′（Δｖ（ｋ））／ｇ′（Δｖ（ｋ－１））＞０．２５
ｒ（ｋ）１ ｇ′（Δｖ（ｋ））／ｇ′（Δｖ（ｋ－１））≤烅
烄

烆 ０．２５
（１７）

再令ｋ＝ｋ＋１，若‖Δｖ（ｋ＋１）－Δｖ（ｋ）‖＜ε则停止迭
代，否则执行步骤３。
步骤６　若η′＞１，则κ′＝η′；若０≤η′≤１，则

采用式（１１）～式（１４）组成的 Ｍｏｎｔｅ－Ｃａｒｌｏ法计算

Ｒ′ｓｅｔ，此时κ′＝Ｒ′ｓｅｔ。
其中步骤２～步骤５为用 ＭＬＳＡ求解η′，一

般初始罚系数ｒ（０）１ ＞０，步长调节系数ｃ与χ取

１．２～１．５，权重系数Ｃ取正实常数，Ｎ 为较大的

正整数。考虑到步长λ（ｋ）的取值范围是［０，∞），
因而可令搜索初始值λ０＝０，并只需在［０，∞）一
个方向上搜索，搜索初始步长λｈ 可取为正的实常
数。当迭代验算点接近最终解时，黄金分割法搜
索得到的评价函数ｍ（Δｖ）未必逐步下降，这是因
为此时的迭代方向未必是评价函数ｍ（Δｖ）的下
降方向，可通过步骤４的步长缩短来加速迭代的
收敛。

３　数值验证算例

下面通过文献［１３］的算例１与文献［７］的算
例２来证明采用ＭＬＳＡ求解η′的正确性。算例１
与算例２分别对应单个超椭球与多个区间变量
（多个超椭球，每个超椭球中只有一个变量）两种
特殊情况。
算例１　结构的极限状态方程为

ｇ′（Δｖ）＝ （Δｖ１＋３．０）３＋
（Δｖ２＋２．９）３－４．０＝０ （１８）

　　表１列出了采用 ＭＬＳＡ求解算例１的η′的
迭代过程，ＭＬＳＡ迭代５步就收敛了，功能函数

ｇ′（Δｖ）与评价函数ｍ（Δｖ）均能从较大数迅速收
敛于０。与文献［１３］算例１的迭代结果一样，比
有限步长迭代法与修正迭代法的迭代步数少，说
明 ＭＬＳＡ计算η′的正确性，且对于非线性程度较
高的结构功能函数具有较好的收敛性。由表１中

λ（ｋ）值可知，黄金分割法搜索到的每一迭代步的最
优步长是不一样的，并且整个迭代过程的λ（ｋ）值
变化情况不能用简单的函数来描述，且λ（ｋ）不是
呈下降趋势，因而在极限状态曲面非线性程度极
高时有限步长迭代法中通过缩小步长来加速收敛

未必有效。此时η′＝２．３９０　９＞１，则综合指标

κ′＝η′＝２．３９０　９。

表１　迭代过程列表

Ｔａｂｌｅ　１　Ｌｉｓｔ　ｏｆ　ｉｔｅｒａｔｉｖｅ　ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ

ｋ Δｖ（ｋ）１ Δｖ（ｋ）２ ｇ′（Δｖ（ｋ）） ｍ（Δｖ（ｋ）） λ（ｋ） η′
（ｋ）

０　 ０　 ０　 ４７．３８９　０　 １．２８３　６×１０１０　 １．０００　０

１ －０．９３７　０ －０．８７５　６　 １３．０７７　１　 ５．３７３　０×１０４　 ０．０８０　７　 １．２８２　４

２ －１．４６４　９ －１．３９０　９　 ３．０５４　０　 １．２９８　１×１０３　 ０．０６８　５　 ２．０２０　１

３ －１．６８６　６ －１．６０８　６　 ０．４１９　５　 １３．１３３　６　 ０．０９５　１　 ２．３３０　７

４ －１．７２６　２ －１．６５１　４　 ０．０１３　２　 ０．０１１　４　 ０．１３４　２　 ２．３８８　９

５ －１．７２６　６ －１．６５３　８　 ２．１６９　１×１０－５　 ３．０１１　０×１０－８　 ０．１１１　８　 ２．３９０　９
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　　算例２　结构的极限状态方程为

Ｍ ＝ｍｃｒ－ｐ１ｂ１－ｐ２ｂ２ ＝０ （１９）

区间变量为：ｐ１∈［４．４，５．６］，ｐ２∈［１．７，２．３］，

ｂ１∈［１．８，２．２］，ｂ２∈［４．５，５．５］，ｍｃｒ∈［３２，４０］。
在标准化空间中的极限状态方程为

ｇ′（δｉ）＝３６＋４δｍ －（５＋０．６δｐ１）（２＋０．２δｂ１）－
（２＋０．３δｐ２）（５＋０．５δｂ２）＝０ （２０）

　　图２给出了５个区间变量δｉ、η′和ｇ′的迭代
过程图。从图２可以看出，用 ＭＬＳＡ求解时，区
间变量的η′值迅速收敛，δｉ 的轨迹没有出现明显
的迂回迭代及严重的振荡现象。从最终的迭代收

　　

图２　算例２中δｉ、η′和ｇ′的迭代过程图

Ｆｉｇ．２　Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ　ｐｒｏｃｅｓｓ　ｇｒａｐｈｓ　ｏｆδｉ，η′ａｎｄ　ｇ′ｉｎ　Ｅｘａｍｐｌｅ　２．

敛值η′＝１．７４可以证明采用 ＭＬＳＡ求解区间变
量的η′值的正确性。
从上述两个特殊的数值验证算例可知，ＭＬ－

ＳＡ求解多个超椭球凸集合的非概率可靠性指标

η′是可行的，且迭代收敛速度较快。下面给出工
程结构算例说明超椭球凸集合可靠性综合指标具

有更好的适应性。

４　工程结构算例

超空泡射弹在水下高速运行时所受的轴向力

很大，故其结构容易产生屈曲问题。另外考虑到
射弹结构参数与流动参数的不确定性，有必要对
其进行屈曲可靠性分析［１９］。由于试验数据样本
较少，无法得到不确定变量准确的概率分布，因而
采用超椭球凸集合进行描述。图３给出了超空泡
射弹示意图，其中：Ｌ为射弹长度；ｄｎ 为圆盘空化
器直径；ｄＢ 为底部直径；ＦＤ 为空化器阻力；ｖ为射
弹速度。

图３　超空泡射弹示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｓｕｐｅｒｃａｖｉｔａｔｉｎｇ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｌｅ

根据伽辽金法即可确定超空泡射弹变截面梁

的临界屈曲载荷，具体推导过程参见文献［１９］，文
献［１７］给出了射弹临界屈曲载荷求解的矩阵形
式，即

［Ａ＋ＦＤ（Ｐ－Ｑ）］Ｃ＝０ （２１）

式中：ＦＤ 为空化器阻力；Ａ和Ｐ 为对称矩阵；Ｑ为
非对称矩阵。由于各矩阵元素较为繁琐因而不一
一给出，下面只给出ｎ＝２时矩阵Ａ、Ｐ及Ｑ 的具
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体表达式，即

Ａ＝Ｅｄ
４
ｎ

Ｌ３
ａ１１（α） ａ１２（α）

ａ２１（α） ａ２２（α［ ］）
Ｐ＝ １Ｌ

ｐ１１（α） ｐ１２（α）

ｐ２１（α） ｐ２２（α［ ］）

Ｑ＝

∑
８

ｉ＝０
ｑｉ１１１（ｄｎ，Ｌ）αｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉ１１２（ｄｎ，Ｌ）αｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉ１２１（ｄｎ，Ｌ）αｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉ１２２（ｄｎ，Ｌ）αｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉ２１１（ｄｎ，Ｌ）αｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉ２１２（ｄｎ，Ｌ）αｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉ２２１（ｄｎ，Ｌ）αｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉ２２２（ｄｎ，Ｌ）α

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆
ｉ

（２２）

式中：Ｅ 为射弹的弹性模量；ａｉｋ（α）和ｐｉｋ（α）（ｉ，

ｋ＝１，２）为关于α的表达式，α＝ｄＢ／ｄｎ；ｑｉｉｋ１（ｄｎ，Ｌ）

和ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）为关于ｄｎ和Ｌ的表达式，它们的具
体表达式参见文献［１７］。通过求解式（２１）中ＦＤ
的特征值问题确定超空泡射弹的临界屈曲载荷

ＦＤ，ｃｒ，并得到其对应的特征向量Ｃ。
将ＦＤ，ｃｒ作为强度，空化器阻力ＦＤ 作为应力，

则超空泡射弹结构屈曲安全余量方程为

ｇ（Ｙ）＝ＦＤ，ｃｒ（Ｅ，ｄｎ，Ｌ）－ＦＤ（Ｃｘ，ｖ，ｄｎ）＝０
（２３）

式中：Ｙ＝［Ｅ　Ｌ　ｄｎ　Ｃｘ　ｖ］Ｔ 为不确定向量，
并采用多个超椭球来描述，Ｃｘ 为空化器阻力系
数。空化器阻力ＦＤ 的表达式为［１９］

ＦＤ ＝Ｃｘρｗｖ
２πｄ２ｎ
８

（２４）

式中：ρｗ 为水的密度。
采用 ＭＬＳＡ求解多个超椭球凸集合的非概

率可靠性指标η′时，会用到结构屈曲功能函数对
不确定变量的一阶偏导，即

ｇ′（Δｖ）
Δｖｉ ＝ｇ

（Ｙ）
Δｖｉ ＝

ＦＤ，ｃｒ
Ｙｉ －

ＦＤ
Ｙ（ ）ｉ Ｙｉ

Δｖｉ
（２５）

式中：Ｙｉ为不确定变量。ＦＤ 对Ｙｉ 的偏导相对简
单，而ＦＤ，ｃｒ是相对复杂的隐函数，下面给出ＦＤ，ｃｒ
对Ｙｉ 的偏导。将式（２１）对Ｙｉ 求偏导，并左乘

ＣＴ，然后进行相应的转换即可得到

ＦＤ，ｃｒ
Ｙｉ ＝

ＣＴ ＱＹｉ
ＦＤ，ｃｒ－ＰＹｉ

ＦＤ，ｃｒ－ＡＹ（ ）ｉ Ｃ
ＣＴ（Ｐ－Ｑ）Ｃ

（２６）

式中：需用到矩阵Ａ、Ｐ、Ｑ对随机变量Ｅ、ｄｎ、Ｌ、Ｃｘ
及ｖ０ 的偏导矩阵，ｎ＝２时，各偏导矩阵的表达式
分别为

Ａ
Ｅ＝

ｄ４ｎ
Ｌ３
ａ１１（α） ａ１２（α）

ａ２１（α） ａ２２（α［ ］） （２７ａ）

Ａ
ｄｎ ＝

４Ｅｄ３ｎ
Ｌ３

ａ１１（α） ａ１２（α）

ａ２１（α） ａ２２（α［ ］） （２７ｂ）

Ａ
Ｌ＝－

３Ｅｄ４ｎ
Ｌ４

ａ１１（α） ａ１２（α）

ａ２１（α） ａ２２（α［ ］） （２７ｃ）

Ｐ
Ｌ＝－

１
Ｌ２
ｐ１１（α） ｐ１２（α）

ｐ２１（α） ｐ２２（α［ ］） （２７ｄ）

Ｑ（ｉ，ｋ）
ｄｎ ＝

∑
８

ｉ＝０

ｑｉｉｋ１（ｄｎ，Ｌ）
ｄｎ α（ ）（ｉ ∑

８

ｉ＝０
ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）α）

（
ｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）α）ｉ

２

（

－

∑
８

ｉ＝０
ｑｉｉｋ１（ｄｎ，Ｌ）α）（ｉ ∑

８

ｉ＝０

ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）
ｄｎ α）

（
ｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）α）ｉ

２

（ｉ，ｋ＝１，２） （２７ｅ）

Ｑ（ｉ，ｋ）
Ｌ

（
＝

∑
８

ｉ＝０

ｑｉｉｋ１（ｄｎ，Ｌ）
Ｌ α）（ｉ ∑

８

ｉ＝０
ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）α）

（
ｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）α）ｉ

２

（

－

∑
８

ｉ＝０
ｑｉｉｋ１（ｄｎ，Ｌ）α）（ｉ ∑

８

ｉ＝０

ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）
Ｌ α）

（
ｉ

∑
８

ｉ＝０
ｑｉｉｋ２（ｄｎ，Ｌ）α）ｉ

２

（ｉ，ｋ＝１，２） （２７ｆ）

　　上述未列出的偏导矩阵均为０，从上述表达
式可以看出偏导矩阵是极其复杂的。
下面结合具体的超空泡射弹试验参数计算其

屈曲非概率可靠性综合指标κ′。水的密度ρｗ＝
１　０００ｋｇ／ｍ３，底部直径与空化器直径之比α＝
３．０，不确定向量Ｙ由下面多个超椭球凸集合（包
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括区间集合）来描述：

２．０×１０１１　Ｐａ≤Ｅ≤２．２×１０１１　Ｐａ（２８ａ）

Ｌ－０．１６０（ ）０．００５
２

＋ ｄｎ－０．００２　５（ ）０．０００　１

２

≤１

（２８ｂ）

Ｙ′＝［Ｃｘ　ｖ］Ｔ 的超椭球凸集合为

（Ｙ′－Ｙ′０）Ｔ　Ｗ′（Ｙ′－Ｙ′０）≤０．２
Ｙ′０＝ ［１．０　１　２００］Ｔ

Ｗ′＝
１．０　０．２［ ］

烅

烄

烆 ０．２ １．０

（２８ｃ）

　　将不确定向量Ｙ用标准化向量Δｖ表示，即

Ｅ＝ （２．１＋０．１Δｖ１）×１０１１ （２９ａ）

Ｌ＝０．１６０＋０．００５Δｖ２ （２９ｂ）

ｄｎ＝０．００２　５＋０．０００　１Δｖ３ （２９ｃ）

　　通过特征值分解可以得到对角阵Λ 及正交
阵珚Ｐ 为

Λ＝
０．８　 ０［ ］０ １．２

，　珚Ｐ＝
－０．７０７　１　０．７０７　１
　［ ］０．７０７　１　０．７０７　１

（２９ｄ）

则Ｙ′由Δｖ′＝［Δｖ４　Δｖ５］表示为

Ｙ′＝０．２珚Ｐ－１（Λ
１
２）－１ Δｖ′＋５Λ

１
２珚ＰＹ′（ ）０ （２９ｅ）

　　将Δｖ代入式（２３）得到标准化空间中的极限
状态方程。
首先采用 ＭＬＳＡ在标准化空间中求解射弹

屈曲非概率可靠性指标η′。图４给出了Δｖｉ、δｉ、

η′和ｇ′的迭代过程图。从图４可以看出，Δｖｉ 和

δｉ均迅速收敛，未出现明显的迂回迭代与振荡，ｇ′
也迅速收敛于０，η′的迭代收敛值为３．５５１　３＞１，
则κ′＝η′＝３．５５１　３。

图４　Δｖｉ、δｉ、η′和ｇ′的迭代过程图（工程结构算例）

Ｆｉｇ．４　Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ　ｐｒｏｃｅｓｓ　ｇｒａｐｈｓ　ｏｆΔｖｉ，δｉ，η′ａｎｄ　ｇ′

ｉｎ　ｅｘａｍｐｌｅ　ｏｆ　ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图５（ａ）与图５（ｂ）分别给出了超空泡射弹结
构屈曲非概率可靠性指标η′、可靠度Ｒ′ｓｅｔ及综合
指标κ′分别随射弹底部直径与空化器直径之比α
（速度ｖ＝１　２００ｍ／ｓ时）及速度ｖ的名义值（α＝
２．０时）的变化趋势。
从图５可以看出，当η′≥１时，Ｒ′ｓｅｔ始终为１，

无法度量结构屈曲可靠性程度；在η′＜１时，η′无
明确物理涵义。所以采用文中提出的综合指标κ′
度量射弹结构的非概率可靠性程度较为合理。随
着底部直径与空化器直径之比α的增大，κ′呈上



　周凌等：超椭球凸集合可靠性综合指标定义及求解方法 ２０３３　

图５　η′、Ｒ′ｓｅｔ及κ′随α及速度ｖ的变化

Ｆｉｇ．５　Ｔｒｅｎｄｓ　ｏｆη′，Ｒ′ｓｅｔａｎｄκ′ａｌｏｎｇ　ｗｉｔｈαｏｒ　ｖ

　　
升趋势，且射弹结构屈曲强度增大，则结构屈曲可
靠性提高；随着速度ｖ的增大，κ′呈下降趋势、空
化器阻力增大，导致结构屈曲安全余量方程中应
力项增大，则可靠性下降。

５　结　论

（１）对于失效域与超椭球凸集合发生干涉和

不干涉两种情况，综合指标均有明确的物理涵义，

能够很好地对工程结构的非概率可靠性进行度

量，弥补了超椭球凸集合非概率可靠性指标η′与
非概率可靠度Ｒ′ｓｅｔ各自存在的不足，并可应用于
多个超椭球凸集合描述时的情况。

（２）通过单个超椭球与多个区间变量两种特
殊情况验证算例，证明了 ＭＬＳＡ求解多个超椭球
凸集合描述时的非概率可靠性指标η′的正确性与
较好的迭代收敛性，且迭代步数少于有限步长迭
代法与修正迭代法的步数。

（３）ＭＬＳＡ求解射弹屈曲非概率可靠性指
标η′时迅速收敛，未出现明显的迂回迭代与振
荡，屈曲非概率可靠性综合指标κ′随底部直径

与空化器直径之比α增大而增大，随速度ｖ增大
而下降。
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