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机器人工作空间求解的蒙特卡洛法改进和体积求取
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２．中国科学院大学，北京１０００４９）

摘要：针对传统的蒙特卡洛法求解机器人工作空间时精确度不够的问题，提出了一种改进的蒙特卡洛法。用传统的蒙特

卡洛法生成一个种子工作空间，基于标准差动态可调的正态分布对种子工作空间进行扩展。在扩 展 过 程 中 设 定 一 个 精

度阈值，确保得到的工作空间中每个位置都能被准确的描述。基于得到的工作空间，提出了一种体元化算法求取工作空

间的体积，寻找到工作空间的边界部分和非边界部分，通过对边界部分的不断细化，降低了 体 积 求 取 误 差。为 了 验 证 算

法的有效性和实用性，以九自由度的超冗余串联机械臂为例，对本文改进的蒙特卡洛法和提出的体积求取算法进行仿真

分析。结果表明：采样点数量相同时，改进的蒙特卡洛法生成的工作空间边界光滑，“噪声小”；得到精确的工作空间时改

进方法需要的采样点数仅是传统方法的４．６７％；体积求取算法效率较高，相对误差 小 于１％；求 得 的 工 作 空 间 体 积 可 用

于评估机械臂性能，为后续机械臂构型优化奠定了理论基础。
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１　引　言

机器人的工作空间是指操作器执行所有可能

运动时末端参考点所能到达的位置的集合，是由

操作器的几何形状和关节运动的限位 决 定 的［１］。
机器人工 作 空 间 的 大 小 代 表 了 机 器 人 的 活 动 范

围，它是衡量机器人工作能力的一个重要运动学

指标［２－３］。２００８年，Ｄａｉ［４］等人研制了一种 仿 壁 虎

机器人，通过对机器人足端工作空间的分析验证

了机 器 人 的 越 障 能 力。２０１１年，Ｗａｎｇ［５］等 人 研

制了果蔬采摘机械臂，以工作空间为约束对机械

臂的结构参数进行了优化设计。２０１５年，Ｄｏｎｇ［６］

等人提出一种以工作空间密度函数为基础的迭代

算法来求解机器人的逆运动学问题，为冗余机械

臂逆运动学求解提供了新方法。２０１７年，Ｚｈａｏ［７］

等人基于工作空间分析，提出了一种新的超冗余

机器人运动规划方法。因此，研究机器人的工作

空间对于机器人的结构设计和运动规划具有很重

要的意义。
目前，求解机器人工作空间的主要方 法 可 以

分为三类：几何法、解析法和数值法［８］。几何法主

要用于平面机器人工作空间的求解，可以得到工

作空间的剖截面或剖截线，直观性强，但受到自由

度数的限制，不能精确描述多自由度机器人的工

作空间［９］。解析法是基于雅克比矩阵的求解机器

人工作空间的方法，求解过程复杂，一般用于关节

数少于３个 的 机 器 人［１０］。数 值 法 是 基 于 机 器 人

正向运动学求解工作空间的方法，求解过程简单，
可 适 用 于 任 意 形 式 的 机 器 人 结 构，应 用 最 为 广

泛［１１］。在众多数值方法中，蒙特卡洛法是一种常

用于机器人工作空间求解的数值方法。但是该方

法存在如下问题：（１）应用传统蒙特卡洛法求得的

机器人工作空间的精确度依赖于随机采样点的数

量，当采样点数量不足时，不能生成精确的工作空

间，生成的工作空间的边界“噪声”很大，不光滑。
通过不断增加随机采样点的数量，虽然可以改善

工作空间边界处点不足的情况，但是大多数的点

依旧出现在非工作空间边界的部位，导致点的浪

费［１２－１３］。（２）机器人正向 运 动 学 方 程 中 的 坐 标 变

换方程是非线性的，用蒙特卡洛法取得的关节角

角度值服从均匀分布，经过关节空间到操作空间

的映射后，得到的工作空间点在整个工作空间中

的分布就 不 再 满 足 均 匀 分 布［１４］。会 出 现 有 些 地

方点云密度大，有些地方点云密度小的问题。而

且点云密度小的地方往往出现在工作空间边界的

位置，导致不能生成精确的工作空间边界。与此

同时，点云密度大的地方，出现“冗余”的情况，严

重浪费了计算资源。（３）用传统蒙特卡洛法求得

的机器人工作空间，由于精确度不高，导致下一步

求得的体积误差较大，不利于机器人运动规划和

结构参数的优化设计。
针对上述问题，２０１１年Ｃａｏ［１２］等引入β分布

生成关节变量随机值，通过增加关节变量在关节

角上下限附近取值的概率，从而增加工作空间点

在工作空间边界处的分布密度。该方法可以提高
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工作空间边界处的精度，但是对于工作空间边界

不在关节角上下限处得到的机器人，该方法失去

作用。２０１３年，Ｌｉｕ［１３］等 为 了 提 高 工 作 空 间 边 界

处的 精 度，对 工 作 空 间 分 层，在 每 一 层 寻 找 边 界

点，然后在每层的边界点处局部增加随机点，直到

生成明显的工作空间边界。该方法有效提高了工

作空间边界处的精度，但是精度和分层数有关，分
层数不合理时效果不佳。而且分层数太多时，会

大大增加耗时。２０１７年，Ｐｅｉｄｒó［１４］等先求得一个

种子工作空间，然后找到该工作空间的边界点，再
采用高斯分布在生成边界点的关节角附近抽样，
将抽样值带入正向运动学方程，得到工作空间中

的点。这些点出现在边界点附近，从而增加了工

作空间点在边界处的分布密度，提高了边界处的

精度。采用 该 方 法 可 以 提 高 工 作 空 间 的 边 界 精

度，但是该方法寻找边界点过程复杂，如果工作空

间含有腔体，会大大增加寻找边界点的复杂度。
工作空间表示机器人活动空间的范 围，其 大

小可以用体积来衡量。精确求得工作空间的体积

对于机器人运动规划和结构参数最优化具有重要

意义。目前，求体积一般都采用先求工作空间的

边界，再用数 值 积 分 法 求 体 积 的 方 法［１５］，然 而 该

方法存在曲线和曲面拟合过程复杂，精度不易控

制的缺点［１６］。本文针对该问题，首先对蒙特卡洛

法进行改进，用传统蒙特卡洛法生成种子工作空

间，基于正态分布抽样扩展种子工作空间，在扩展

过程中设定一个精度阈值，确保得到的工作空间

中每个位置都能被精确的描述。考虑到正态分布

抽样的特点，为了提高扩展效率，正态分布的标准

差是动态可调的。然后针对采用改进蒙特卡洛法

得到的工作空间，提出一种体元化算法求取工作

空间的体积。考虑到通过不断细化体元提高结果

精度会增加计算耗时的问题，将工作空间分为两

个部分。设计了寻找边界和非边界的算法，寻找

到工作空间的边界部分和非边界部分，通过对边

界部分的不断细化，减少了计算时间，降低了结果

误差。最后，以九自由度超冗余串联机械臂为例

验证了改进的蒙特卡洛法和提出的体元化算法的

有效性和实用性。

２　传统蒙特卡洛法

蒙特卡洛法是一种基于随机抽样来解决数学

问题的数值方法，用于求解机器人工作空间时，通
过蒙特卡 洛 法 随 机 抽 取 大 量 不 同 关 节 的 变 量 组

合，将这些变量组合带入正向运动学方程，计算出

机器人末端参考点的坐标值，这些坐标值包络的

空间就代 表 了 机 器 人 的 工 作 空 间［１７］。随 机 抽 取

的变量组合越多，得到的机器人工作空间越接近

实际的工作空间。用蒙特卡洛法求解机器人工作

空间的具体步骤如下：
步骤１：利用随机函数ＲＡＮＤ产生机器人关

节变量随机值为：

ｑｉ＝ｑｍｉｎｉ ＋（ｑｍａｘｉ －ｑｍｉｎｉ ）ＲＡＮＤ（ｊ）（ｊ＝１，…，Ｎ），
（１）

式中：ｑ为关节随机变 量；ｑｍａｘ和ｑｍｉｎ为 关 节 角 上、

下限；ｉ＝１，…，Ｄ，Ｄ为机器人关节数。
步骤２：将关 节 角 随 机 值 带 入 正 向 运 动 学 方

程，得 到 机 器 人 末 端 执 行 器 参 考 点 的 位 置 坐

标Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）。
步骤３：利 用 ＭＡＴＬＡＢ将 每 个 参 考 点 的 位

置坐标描在三维笛卡尔坐标系中，得到机器人的

工作空间。

３　改进的蒙特卡洛法

３．１　生成种子工作空间

用传统的蒙特卡洛法分别对每个关节变量随

机取得Ｎ１ 个值。将得到的关节变量值带入正向

运动学方程，求得操作空间中的坐标值，用Ｐ（Ｘ，

Ｙ，Ｚ）表示，将这些坐标值描在笛卡尔坐标系中得

到了机器人的工作空间。求得工作空间点在三个

坐标轴方向的最大值和最小值，即Ｘｍａｘ，Ｙｍａｘ，Ｚｍａｘ
和Ｘｍｉｎ，Ｙｍｉｎ，Ｚｍｉｎ。为 了 准 备 第２阶 段 种 子 工 作

空间的扩展，进行如下步骤：
步骤１：生成一个长方体包络种子工作空间。

由于种子工作空间比实际的工作空间小，为了方

便第２阶段对种子工作空间的扩展，在每一个坐

标轴方向增加一个值Δ，然 后 用 一 个 长 方 体 将 种

子工作空间包络起来，得到的长方体的顶点坐标

为（Ｘｍｉｎ－Δ２
，Ｙｍｉｎ－Δ２

，Ｚｍｉｎ－Δ２
）。其中：

Δ＝
（｜Ｘｍａｘ－Ｘｍｉｎ｜＋｜Ｙｍａｘ－Ｙｍｉｎ｜＋｜Ｚｍａｘ－Ｚｍｉｎ｜）

１２
，

（２）

ｌ＝｜Ｘｍａｘ－Ｘｍｉｎ｜＋Δ， （３）
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ｗ＝｜Ｙｍａｘ－Ｙｍｉｎ｜＋Δ， （４）

ｚ＝｜Ｚｍａｘ－Ｚｍｉｎ｜＋Δ． （５）

式中：ｌ，ｗ，ｈ分别代表长方体的长、宽和高。
步骤２：将长方体分别沿着Ｘ，Ｙ，Ｚ轴分割为

ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ 个 等 间 距 的 部 分。然 后 长 方 体 被 离 散

为ｋ＝ｎｘ×ｎｙ×ｎｚ 个小长方体。对每个小长体进

行编号，如图１所示，搜索每个小长体里面包含的

工作空间点的数量。为了确保工作空间中每个位

置都能被精确的描述，设定一个精度阈值Ｎｇｏａｌ。

图１　编号示意图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｃｅｐｔ　ｍａｐ　ｏｆ　ｎｕｍｂｅｒ

步骤３：找到包含工作空间点数量小于Ｎｇｏａｌ
的小长 方 体，建 立 一 个 数 据 库Ｄａｔａｂａｓｅ＿１，将 找

到的小长体对应的编号存入该数据库中，每个小

长方体中包含的工作 空 间 点 的 数 量 记 为Ｎｃ（ｃ＝
ｍ，…，ｎ），其中（１≤ｍ，ｎ≤ｋ）。

步骤４：找到落入数据库Ｄａｔａｂａｓｅ＿１中每个

小长 方 体 里 面 的 点，建 立 一 个 数 据 库 Ｄａｔａｂａｓｅ＿

２，存入产生这些点的关节角的值。

３．２　种子工作空间扩展

通过算法１的流程对种子工作空间进行扩展。

对数据库Ｄａｔａｂａｓｅ＿１中 的 所 有 小 长 方 体 进

行加 密，每 个 长 方 体 需 要 加 密 的 次 数 为ｎｃ＝
｜Ｎｇｏａｌ－Ｎｃ｜（ｃ＝ｍ，…，ｎ）。对于每一个需要加密

的小长方体Ｓｃ，在该长方体包含的所有工作空间

点中随 机 选 取 一 个 点 Ｐ０（第３行），在 数 据 库

Ｄａｔａｂａｓｅ＿２中 找 到 产 生 该 点 的 关 节 角ｑ０（第４
行）。利用正态 分 布 在 关 节 角ｑ０ 附 近 随 机 取 值，

正态分布的均值μ＝ｑ
０，标准差σ人为设定，取值

次数为ｎｃ＝｜Ｎｇｏａｌ－Ｎｃ｜（ｃ＝ｍ，…，ｎ），每一次取值

后进行判断，如果ｑ＊ｉ 在对应的关节角取值范围内，

保留 该 次 取 值；如 果 不 满 足，舍 弃 后 重 新 取 值

（第６，７，８，９，１１行）。将新产生的关节角ｑ＊ｉ 带入正

向运动学方程，在Ｐ０ 点附近产生ｎｃ＝｜Ｎｇｏａｌ－Ｎｃ｜
（ｃ＝ｍ，…，ｎ）个新的工作空间点（第１０行）。

算法１：控制精度增长种子工作空间

Ｇｉｖｅｎ：Ｄａｔａｂａｓｅ＿１，Ｄａｔａｂａｓｅ＿２，σ，δ，Ｎｇｏａｌ，ｎｍａｘｆ
１　 ｗｈｉｌｅ　Ｄａｔａｂａｓｅ＿１ｉｓ　ｎｏｔ　ｅｍｐｔｙ　ｄｏ

２　　ｆｏｒ　ｃ＝ｍ，…，ｎｄｏ

３　Ｐ０←ｗｏｒｋｓｐａｃｅ　ｐｏｉｎｔ　ｒａｎｄｏｍｌｙ　ｐｉｃｋｅｄ　ａｍｏｎｇ　ｉｎ　Ｓｃ

４　ｑ０←ｖｅｃｔｏｒ　ｏｆ　ｊｏｉｎｔ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ　ｔｈａｔ　ｇｅｎｅｒａｔｅｄ　Ｐ０

５　ｎｆ←０

６　ｆｏｒ　ｉ＝１，…，ｎｃｄｏ

７　　　　　ｎｃ←｜Ｎｇｏａｌ－Ｎｃ｜（ｃ＝ｍ，…，ｎ）

８　　　　　ｑ＊ｉ ←Ｎｏｒｍａｌ（ｑ０ｃ，σ）

９　　　　　ｉｆ　ｑ＊ｉ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ　ｊｏｉｎｔ　ｌｉｍｉｔｓ　ｔｈｅｎ

１０　　Ｐ＊
ｉ ←ｓｏｌｖｅ　ｔｈｅ　ｆｏｒｗａｒｄ　ｋｉｎｅｍａｔｉｃ　ｐｒｏｂｌｅｍ

１１　　　　ｅｌｓｅ　ｑ＊ｉ ←Ｎｏｒｍａｌ（ｑ０ｃ，σ）

１２　　　　　 Ｄａｔａｂａｓｅ＿１←Ｐ＊
ｉ

１３　　　　　 Ｄａｔａｂａｓｅ＿２←ｑ＊ｉ
１４　ｅｎｄ　ｉｆ

１５　　　　　ｅｎｄ　ｆｏｒ

１６　ｅｎｄ　ｆｏｒ

１７　　ｎｆ←ｎｆ＋１

１８　　ｉｆ　ｎｆ＞ｎｍａｘｆ ｔｈｅｎ

１９　　　ｎｆ←０

２０　　　σ←σ／δ
２１　　　　　ｅｎｄ　ｉｆ

２２　ｅｎｄ　ｗｈｉｌｅ

将 新 产 生 的 工 作 空 间 点 Ｐ＊
ｉ 存 入 数 据 库

Ｄａｔａｂａｓｅ＿１中，关节角ｑ＊ｉ 存入数据库Ｄａｔａｂａｓｅ＿２
中（第１２，１３行）。根据正态分布概率密度函数的

特性，新产生的 关 节 角 值 可 能 离ｑ０ 较 远，映 射 到

工作空间后，得 到 的 工 作 空 间 点 也 许 不 在Ｐ０ 点

所在的小长方体里面。但是由于产生该点的关节

角在关节角范围之内，所以得到的点同样是工作

空间的点，这些点落在正在加密的小长方体以外

的小长方体中，保证了工作空间的扩展。正态分

布的概率密度函数图像如图２所示，方 差σ决 定

了分布的幅度，σ越 大，曲 线 越 扁 平；σ越 小，曲 线

越瘦高。本文利 用 正 态 分 布 在ｑ０ 附 近 随 机 取 值

时，为了保 证 每 一 次 随 机 取 得 的 关 节 值 在ｑ０ 附

近，标准差σ是动态可调的。用ｎｆ 表示算法１加

密Ｄａｔａｂａｓｅ＿１中小长方体时连续失败的次数，当

ｎｆ 大于设定的临界值ｎｍａｘｆ 时，表示此时正态分布

的标准差σ太大，减 小σ通 过 除 以 一 个 大 于１的
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调整数δ，每 次 调 整 完σ后，ｎｆ 重 置 为０（第１７，

１８，１９，２０行）。在 加 密 完 Ｄａｔａｂａｓｅ＿１中 所 有 的

小长方体后，进行第二轮加密，重复３．１中步骤３
和步骤４，然后 重 复 算 法１的 流 程 对 不 满 足 要 求

的小长方体进行加密。重复以上步骤，直到数据

库Ｄａｔａｂａｓｅ＿１中不包含要加密的小长体时，加密

完成，得到了机器人的工作空间。

图２　正态分布概率密度函数

Ｆｉｇ．２　Ｎｏｒｍａｌ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｐｒｏｂａｂｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

４　工作空间体积求取算法

针对改进 蒙 特 卡 洛 法 求 得 的 机 器 人 工 作 空

间，提出了一种体元化算法，用来求取工作空间的

体积。体元是三维空间中的最小单位，体元化是

指在三维空间中用一定数量的体元来模拟真实物

体的形状。由于体元的体积是已知的，因此当真

实物体被体元近似后，真实物体的体积可以近似

为所有 体 元 的 个 数 乘 以 体 元 的 体 积［１８－２０］。用 体

元化算法求取物体的体积存在一定的误差，误差

出现在物体的边界部分，其值取决于所用体元的

体积，体元的体积越小，用体元模拟的物体形状越

接近物体实际的形状，求得的物体的体积精度越

高。由于机器人关节空间到工作空间的映射是连

续的，所以机器人的工作空间是连续的。用体元

算法求工作空间体积时，当体元划分到足够小时，

为了避免机器人工作空间中点云密度小的地方没

有生成体元，用体元化算法求得的结果比实际结

果小的问题，需要机器人工作空间中每个位置都

有足够的工作空间点。本文用改进蒙特卡洛法求

得工作空间，每个位置都被准确描述，有利于体元

化算法进行体积求取。不断的细化体元可以提高

精度，但是精度和效率成反比，为了提高计算精度

的同时保证有较高的计算效率，将机器人的工作

空间分为两部分，即边界部分和非边界部分。用

体元近似机器人工作空间时，首先用比较大的体

元近似工作空间形状，找到代表工作空间边界的

体元和代表工作空间非边界的体元；然后通过只

对边界部分的体元不断细化来提高计算精度。最

后得到的工作空间体积包含两部分，即边界部分

体积和非边界部分体积。体元化算法求取机器人

工作空间体积的具体步骤如下：

步骤１：将工 作 空 间 点 云 图 用 一 个 长 方 体 包

络。已知工作空间中各 点 的 坐 标 值ｘ，ｙ，ｚ，首 先

求得工作空间点在三个坐标轴方向的最大值和最

小值，即ｘｍａｘ，ｙｍａｘ，ｚｍａｘ和ｘｍｉｎ，ｙｍｉｎ，ｚｍｉｎ；然后用一

个长方体将工作空间点云图包络，长方体的顶点

坐标为（ｘｍｉｎ，ｙｍｉｎ，ｚｍｉｎ），边长分别为：

ｌ０＝｜ｘｍａｘ－ｘｍｉｎ｜， （６）

ｗ０＝｜ｙｍａｘ－ｙｍｉｎ｜， （７）

ｈ０＝｜ｚｍａｘ－ｚｍｉｎ｜． （８）

步骤２：将步 骤１得 到 的 长 方 体 分 别 沿 着 三

个坐标轴方向分割为ａ，ｂ，ｃ个等间距的部分。长

方体被 分 割 为ａ×ｂ×ｃ个 体 元，每 个 体 元 的 体

积为：

Ｖ０＝
ｌ０
ａ×

ｗ０
ｂ×

ｈ０
ｃ．

（９）

步骤３：对步骤２得到的体元进行编号，编号

方法如图１所示。对体元进行遍历搜索，删除不

包含工作空间点的体元的编号，建立一个数据库

Ｄａｔａｂａｓｅ＿３，存入 包 含 工 作 空 间 点 的 体 元 对 应 的

编号。

步骤４：在步骤３剩余的体元中，通过算法２
找到代表工作空间边界的体元和代表工作空间非

边界的体元。建立一个数据库Ｄａｔａｂａｓｅ＿４，将代

表工作空间边界部分的体元对应的编号存入该数

据库中。用ｎ１ 表示工作空 间 非 边 界 部 分 体 元 的

数量，Ｖ１ 表示工作空间非边界部分的体积；用ｎ２
表示工作空间边界部分体元的数量，Ｖ２ 表示工作

空间边界部分的体积，求得Ｖ１ 和Ｖ２ 为：

Ｖ１＝ｎ１×Ｖ０， （１０）

Ｖ２＝ｎ２×Ｖ０． （１１）
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算法２：寻找边界和非边界体元

Ｇｉｖｅｎ：Ｄａｔａｂａｓｅ＿３，ａ

１　Ｒ←ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｖｏｘｅｌ　ｉｎ　Ｄａｔａｂａｓｅ＿３

２　ｆｏｒ　ｉ＝１，…，ｎｄｏ

３　　　Ｒ０←ｔｈｅ　ｒｅｍａｉｎｄｅｒ　ａｆｔｅｒ　ｄｉｖｉｓｉｏｎ　ｏｆ　Ｒｉｂｙａ

４　　　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　１←Ｒ－１Ｄａｔａｂａｓｅ＿３

５　　　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　２←Ｒ＋１Ｄａｔａｂａｓｅ＿３

６　　　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　３←Ｒ－ａＤａｔａｂａｓｅ＿３

７　　　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　４←Ｒ＋ａＤａｔａｂａｓｅ＿３

８　　　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　５←Ｒ０＝＝１

９　　　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　６←Ｒ０＝＝０

１０　ｉｆ　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　１ｔｏ　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　６ａｔ　ｌｅａｓｔ　ｏｎｅ　ｉｓ　ｔｒｕｅ　ｔｈｅｎ

１１　　　 Ｄａｔａｂａｓｅ＿４←Ｒ

１２　　ｅｎｄ　ｉｆ

１３　ｅｎｄ　ｆｏｒ

１４　ｒｅｔｕｒｎ　Ｄａｔａｂａｓｅ＿４

边界体元是指与该体元相邻的所有体元中至

少有一个体元不含工作空间的点。采用逐层寻找

边界体元的方法，将每一层投影到二维平面，每个

体元有４个相邻的体元。图３所示是一个寻找边

界体元和非边界体元的例子（彩图见期刊电子版），

图中数字代表体元编号，紫色填充的体元代表边界

体元，绿色填充的体元代表非边界体元，白色填充

的体元代表不包含工作空间点的体元。经过步骤

３，白色体元被删除，有色体元的编号被存入数据

库Ｄａｔａｂａｓｅ＿３。经过算法２的流程，对每个体元

分别判断６个条件（第４，５，６，７，８，９行），其中前

４个条件是判断每个体元相邻的４个体元，４个体

元中出现特殊位置体元时，需要进行后两个条件

的判断，只要满足其中一个条件，则认为该体元是

边 界 体 元，然 后 将 体 元 对 应 的 编 号 存 入 数 据 库

Ｄａｔａｂａｓｅ＿４中（第１０，１１，１２行）；如 果 不 满 足 任

何一个条件，则该体元是非边界体元。例如，该例

子中编号为１３的体元，其相邻４个体元对应的编

号分别为７，１２，１４和１９，该体元不满足前４个条

件，但是该体元是边界体元，所以需要再判断条件

５。同理编号为１８的体元，也出现在了特殊的位

置，需要再判断条件６。综上所述，为了准确找到

边界体元，统一判断流程，每个体元需要分别判断

６个条件。

图３　寻找边界体元细化示意图

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｃｅｐｔ　ｍａｐ　ｏｆ　ｓｅｅｋｉｎｇ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｖｏｘｅｌｓ

步 骤 ５：细 化 边 界 部 分 体 元。对 数 据 库

Ｄａｔａｂａｓｅ＿４中 所 有 体 元 进 行 细 化，细 化 方 法 如

图４所示。第一次细化，每个体元被划分为２３ 个

完全相同的小体元，如图４（ｂ）所示；第二次细化，
将边界部分的体元重新划分，每个体元被划分为

３３ 个完全相同的小体元，如图４（ｃ）所示；同理第ｎ
次细化，每 个 体 元 被 划 分 为（ｎ＋１）３ 个 完 全 相 同

的小体元。每次细化后，进行遍历搜索，删除不包

含工作空间点的体元，剩余体元的数量仍然用ｎ２
表示，工作空间边界部分的体积仍然用Ｖ２ 表示。

（ａ）初始的体元
（ａ）Ｉｎｉｔｉａｌ　ｖｏｘｅｌ

（ｂ）第一次细化
（ｂ）Ｆｉｒｓｔ　ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ

（ｃ）第二次细化
（ｃ）Ｓｅｃｏｎｄ　ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ

图４　边界体元细化示意图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｃｅｐｔ　ｍａｐ　ｏｆ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｄｉｖｉｄｅｄ　ｖｏｘｅｌｓ

步骤６：求取工 作 空 间 的 体 积。用Ｖ 表 示 机

器人工作空间 的 体 积；用ｉ（１，…，Ｎ）表 示 步 骤５
中边界部分体元细化的 次 数；用ε表 示 边 界 部 分

体元被细化ｉ次 时 求 得 的 工 作 空 间 体 积，相 对 边

界部分体元被细化ｉ－１次 时 求 得 的 工 作 空 间 体

积误差为：

Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２， （１２）

ε＝Ｖ
ｉ－１－Ｖｉ
Ｖｉ－１ ×１００％． （１３）

５　实验分析

以本课题组研制的九自由度超冗余串联机械
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臂为例，对改进的蒙特卡洛法和提出的体积求取

算法进行仿真分析。该串联机械臂由一种大输出

力矩、大减速比、小关节长度的机械臂关节组成，
具有 结 构 紧 凑、灵 活 性 好、空 间 避 障 能 力 强 等 特

点，可用于执行空间在轨服务任 务［２１－２２］。该 机 械

臂有９个连杆和９个转动关节，每个关节具有一

个旋转自由度，如图５所示。

图５　九自由度超冗余串联机械臂

Ｆｉｇ．５　９－ＤＯＦ　ｓｕｐｅｒ　ｒｅｄｕｎｄａｎｔ　ｓｅｒｉｅｓ　ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

５．１　正向运动学分析

机器人的正向运动学是指在给定所有关节位

置和所有连杆几何参数的情况下，求取末端相对

于基座的位 置 和 姿 态。采 用 修 改 后 的Ｄ－Ｈ 法 建

立机器人坐标系，推导出正向运动学方程，相应的

Ｄ－Ｈ参数如表１所示。

表１　九自由度超冗余串联机械臂的Ｄ－Ｈ参数

Ｔａｂ．１　Ｄ－Ｈ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　９－ＤＯＦ　ｓｕｐｅｒ　ｒｅｄｕｎｄａｎｔ

ｓｅｒｉｅｓ　ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

连杆编号 ａｉ－１／ｍｍ　 ｄｉ／ｍｍ αｉ－１／ｒａｄ θｉ 关节角范围／ｒａｄ

１　 ０　 ０　 ０ θ１ ［－π／２，π／２］

２　 １６５．５　 ０ －π／２ θ２ ［－π／２，π／２］

３　 １６５．５　 ０ π／２ θ３ ［－π／２，π／２］

４　 １６５．５　 ０ －π／２ θ４ ［－π／２，π／２］

５　 １６５．５　 ０ π／２ θ５ ［－π／２，π／２］

６　 １６５．５　 ０ －π／２ θ６ ［－π／２，π／２］

７　 １６５．５　 ０ π／２ θ７ ［－π／２，π／２］

８　 １６５．５　 ０ －π／２ θ８ ［－π／２，π／２］

９　 １６５．５　 ０ π／２ θ９ ［－π／２，π／２］

相邻关节坐标 系ｉ－１和ｉ之 间 的 位 姿 变 换

矩阵为：

ｉ－１
ｉ Ｔ＝

ｃθｉ －ｓθｉ ０ αｉ－１
ｓθｉｃαｉ－１ ｃθｉｃαｉ－１ －ｓαｉ－１ －ｓαｉ－１ｄｉ
ｓθｉｓαｉ－１ ｃθｉｓαｉ－１ ｃαｉ－１ ｃαｉ－１ｄｉ

熿

燀

燄

燅０　 ０　 ０　 １

，

（１４）
式中：ｃθｉ＝ｃｏｓθｉ，ｓθｉ＝ｓｉｎθｉ，ｃαｉ－１＝ｃｏｓαｉ－１，

ｓαｉ－１＝ｓｉｎαｉ－１。机 械 臂 末 端 执 行 器 的 正 向 运 动

学方程为：
０
９Ｔ＝０１Ｔ·１２Ｔ·２３Ｔ·３４Ｔ·４５Ｔ·５６Ｔ·６７Ｔ·７８Ｔ·８９Ｔ

＝
Ｒ　Ｐ［ ］０　１

， （１５）

Ｐ＝［Ｐｘ　Ｐｙ　Ｐｚ］Ｔ， （１６）
式中：Ｒ为末端执行器相对基坐标的姿态矩阵；Ｐ
为末端执行器相对基坐标系的位置向量。

５．２　工作空间仿真与分析

对于九自由度超冗余串联机械臂，分 别 用 传

统的蒙特卡洛法和改进的蒙特卡洛法进行工作空

间的仿真。当采 样 点 数Ｎ＝１０６ 时，用 传 统 的 蒙

特卡洛法得 到 的 工 作 空 间 如 图６（ａ）所 示。采 用

改进蒙特卡洛法时，各参数设置如表２所示，得到

的工作空间如图６（ｂ）所示，总共需要的采样点的

数量是９３５　０１０个。

表２　改进蒙特卡洛法的参数设置

Ｔａｂ．２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｓｅｔｔｉｎｇｓ　ｏｆ　ｉｍｐｒｏｖｅｄ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ　ｍｅｔｈｏｄ

Ｎ１ ｋ　 Ｎｇｏａｌ σ δ ｎｍａｘｆ

１０　０００　１５×１５×１５　 １５０ π／３　 １．５　 ５

（ａ）传统方法得到的工作空间

（ａ）Ｗｏｒｋｓｐａｃｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｕｓｉｎｇ　ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ　ｍｅｔｈｏｄ

（ｂ）改进方法得到的工作空间

（ｂ）Ｗｏｒｋｓｐａｃｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｕｓｉｎｇ　ｉｍｐｒｏｖｅｄ　Ｍｏｎｔｅ　Ｃａｒｌｏ　ｍｅｔｈｏｄ
图６　机器人工作空间

Ｆｉｇ．６　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｓ　ｏｆ　ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
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对比两种方法得到的工作空间，当采 样 点 数

量基本一致时，采用传统蒙特卡洛法得到的工作

空间边界粗糙、“噪声大”，与用改进蒙特卡洛法得

到的工作空间形成鲜明对比。将图６中ＸＯＹ面

投影图置于同一个坐标系中，如图７所示（彩图见

期刊电子版），图中蓝色代表用改进的蒙特卡洛法

求得的工作空间，红色代表用传统的蒙特卡洛法

求得的工作空间。由图可以明显的看出，用传统

的蒙特卡洛法得到的工作空间比实际的工作空间

小，用改进的蒙特卡洛法得到的工作空间更接近

实际的工作空间。

图７　工作空间的ＸＯＹ面投影图

Ｆｉｇ．７　ＸＯＹｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｗｏｒｋｓｐａｃｅ

通过增加随机采样点数量的方法对传统蒙特

卡洛法进行改进，随着取点数量的增加，求得的工

作空间不断接近实际的工作空间。用生成的工作

空间点的坐标值在三个坐标轴方向的极值变化表

示工作空 间 的 变 化［２３－２４］，当 随 机 取 点 数 达 到２×

１０７ 个 时，工 作 空 间 点 在 三 个 坐 标 轴 方 向 的 极 值

不再变化，表示工作空间不再随取点数量的增加

而增大，认为此时的工作空间即为近似的实际工

作空间。工作空间坐标值变化与采样点数量之间

的关系如图８所示。

综上所述，对于九自由度超冗余串联机械臂，

为了得到近似实际的工作空间，传统蒙特卡洛法

需要２×１０７ 个采样点，改进的蒙特卡洛法仅需要

９３５　０１０个采样点。改进的蒙特卡洛法需要采样

点的 数 量 是 传 统 蒙 特 卡 洛 法 采 样 点 数 量 的

４．６７％。

图８　工作空间与随机点数量之间的关系

Ｆｉｇ．８　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｗｏｒｋｓｐａｃｅ　ａｎｄ　ｎｕｍｂｅｒ

ｏｆ　ｒａｎｄｏｍ　ｐｏｉｎｔｓ

５．３　计算工作空间体积

针对改进的蒙特卡洛法求得的九自由度超冗

余串联机器人的工作空间，采用文章第４部分算

法２对工作空间体积进行求取。用一个长方体将

工作空间包络，如图９（ａ）所示。将长方体分别沿

着ｘ，ｙ，ｚ轴 划 分 为１０×１０×１０个 等 间 距 的 部

分，如图９（ｂ）所示，长方体被分割为１　０００个完全

相同的体 元，利 用 公 式（９）求 得 每 个 体 元 的 体 积

Ｖ０。遍历搜索每个体元，将不包含工作空间点的

体元删除掉，如图９（ｃ）和９（ｄ）所示。找到代表工

作空间边 界 的 体 元 和 代 表 工 作 空 间 非 边 界 的 体

元，如图９（ｅ）所示。计算出 工 作 空 间 非 边 界 部 分

体元的数量ｎ１，带入公式（１０）中求得工作空间非

边界部分的体积Ｖ１，将Ｖ１ 存 入 表３中。同 理 计

算出ｎ２ 和Ｖ２，将Ｖ２ 存入表３中。然后对工作空

间边界部分的 体 元 进 行 细 化，如 图９（ｆ）表 示，计

算出包含有至少一个工作空间点的所有小体元的

数量ｎ２，带入公式（１１）中求得工作空间边界部分

的体积Ｖ２，将Ｖ２ 存入表３中。

（ａ）长方体包络
（ａ）Ｃｕｂｏｉｄ　ｅｎｖｅｌｏｐｅ

（ｂ）划分成小长方体
（ｂ）Ｄｉｖｉｄｅｄ　ｉｎｔｏ　ｓｍａｌｌ　ｃｕｂｅｓ
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（ｃ）寻找体元
（ｃ）Ｆｉｎｄｉｎｇ　ｖｏｘｅｌｓ

（ｄ）近似物体形状
（ｄ）Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ　ｏｂｊｅｃｔ　ｓｈａｐｅ

（ｅ）寻找边界体元
（ｅ）Ｆｉｎｄｉｎｇ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｖｏｘｅｌｓ

（ｆ）细化体元
（ｆ）Ｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ　ｏｆ　ｖｏｘｅｌｓ

图９　体积计算过程示意图

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｎｃｅｐｔ　ｍａｐｓ　ｏｆ　ｖｏｌｕｍｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｐｒｏｃｅｓｓ

第二次细化将工作空间边界部分的体元重新

划分，同理 求 得Ｖ２。以 此 类 推，第 Ｎ 次 细 化 时，

求得体积Ｖ２。利用 公 式（１２）求 出 工 作 空 间 的 体

积，利用公式（１３）计算相对误差ε，上述结果如表

３所示。

表３　体积计算结果

Ｔａｂ．３　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｖｏｌｕｍｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ｉ　 Ｖ１／ｍｍ３　 Ｖ２／ｍｍ３　 Ｖ／ｍｍ３ ε／％

１　 ６．５８３　０ｅ＋０９　 ４．１７９　０ｅ＋０９　 １．０７６　２ｅ＋１０ —

２　 ６．５８３　０ｅ＋０９　 ３．５１５　２ｅ＋０９　 １．００９　８ｅ＋１０　 ６．１７

３　 ６．５８３　０ｅ＋０９　 ３．２１１　５ｅ＋０９　 ９．７９４　５ｅ＋０９　 ３．００

４　 ６．５８３　０ｅ＋０９　 ３．０６１　１ｅ＋０９　 ９．６４４　１ｅ＋０９　 １．５４

５　 ６．５８３　０ｅ＋０９　 ２．９７４　６ｅ＋０９　 ９．５５７　６ｅ＋０９　 ０．９０

６　 ６．５８３　０ｅ＋０９　 ２．９１０　０ｅ＋０９　 ９．４９３　０ｅ＋０９　 ０．６８

由表３可以看出，在不断细化工作空 间 边 界

部分体元时，所求工作空间体积的精度还会进一

步提高。虽然本文设计的体积求取算法只对工作

空间边界部分体元进行细化，以节省时间，但是当

工作空间边界部分体元被细化得足够小时，每一

次计算仍然需要较长的时间。用蒙特卡洛法求机

器人工作空间本质上就是一个近似的过程，得到

的工作 空 间 是 实 际 工 作 空 间 的 一 个 近 似 值。因

此，综合考虑计算精度和求解效率，本文以相对误

差ε≤１．００％为 判 据，认 为 此 时 求 得 的 工 作 空 间

体积即为实际的工作空间体积。综上所述，本文

求得的九自由度超冗余串联机器人工作空间的体

积为９．５５７　６×１０９　ｍｍ３。

５．４　机械臂性能评估

评估机械臂性能的指标较多，ＳＬＩ（Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ
Ｌｅｎｇｔｈ　Ｉｎｄｅｘ）是 其 中 之 一。ＳＬＩ指 标 表 明 机 械

臂的结构效率，定义为机械臂连杆长度的总和与

其 末 端 可 达 工 作 空 间 体 积 的 立 方 根 的 比

值［２５］，即：

Ｌ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ａｉ＋ｄｉ）， （１７）

ＱＬ＝ Ｌ３
槡Ｖ
， （１８）

式中：Ｖ 为机械臂末端执行器可达的工作空 间 体

积；ａｉ，ｄｉ 分别为连杆长度和连杆偏置。

在设计机 械 臂 的 结 构 时，一 般Ｌ 值 越 小、Ｖ
值越大，则机械臂的设计越优，即ＱＬ 的计算值越

小机械臂的设计越优。九自由度串联超冗余机械

臂有９个旋转 关 节Ｒｅ（ｅ＝１，…，９），关 节 构 型 为

Ｊ１⊥Ｊ２⊥Ｊ３⊥Ｊ４⊥Ｊ５⊥Ｊ６⊥Ｊ７⊥Ｊ８⊥Ｊ９，如图１０
所示，Ｊ代表关节轴线。

图１０　九自由超冗余串联机械臂构型

Ｆｉｇ．１０　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　９－ＤＯＦ　ｓｕｐｅｒ　ｒｅｄｕｎｄａｎｔ　ｓｅｒｉｅｓ

ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

将连杆 的 长 度 和 连 杆 偏 置 带 入 公 式（１７）
中得：

Ｌ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ａｉ＋ｄｉ）＝１６５．５×８＋０＝１　３２４（ｍｍ）．
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已知Ｖ＝９．５５７　６×１０９　ｍｍ３，带 入 公 式（１８）
中得：

ＱＬ＝ Ｌ３
槡Ｖ
＝ １　３２４

３
９．５５７　６×１０槡 ９

＝０．６２３　８８．

６　结　论

本文开展了基于蒙特卡洛法的机器人工作空

间研究，对求解工作空间的传统蒙特卡洛法进行

了改进。考虑到最终得到的工作空间能否代表实

际工作空间的问题，在种子工作空间扩展的过程

中设定了一个精度阈值，确保了最终得到的工作

空间高度近似实际的工作空间。然后，针对改进

方法得到的工作空间提出了一种体元化算法求取

工作空间的体积。为了提高结果精度，提出了寻

找边界和非边界的算法，将工作空间分为边界和

非边界部分，通过对边界部分的不断细化，降低了

结果误差。以九自由度超冗余串联机械臂为例，

验证了改进的蒙特卡洛法以及提出的体积求取算

法的有效性和实用性。结果表明：采样点数量相

同时，改进的蒙特卡洛法生成的工作空间边界光

滑，“噪声小”，所需要的采样点数仅是传统方法的

４．６７％；体积求取算法的效率较高，相对误差小于

１％；求 得 的 工 作 空 间 体 积 可 用 于 评 估 机 械 臂 性

能，为后续机械臂构型优化提供了理论支撑。
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