
第 47 卷第 11 期 红外与激光工程 2018 年 11 月

Vol.47 No.11 Infrared and Laser Engineering Nov. 2018

直圆抛物线复合铰链柔度研究
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摘 要： 提出了一种新型柔性铰链：双边直圆抛物线复合铰链，建立了其理论结构模型，利用卡氏第

二定理及微积分理论对铰链的主要性能指标柔度和转动精度进行计算，并取实际参数对柔度及转动

精度进行了理论计算及有限元分析，同时对影响铰链性能的结构参数进行研究，结果表明：铰链柔度

及转动精度的理论值与有限元分析值相比较，一致性大于 92%，且铰链柔度随最小切割厚度 t 的变化
最大。作为一种新型铰链与其他柔性铰链进行了对比，直圆抛物线铰链融合了直圆铰链与抛物线铰
链的优点，当 c<L/2时，铰链具有较强的转动性能及较弱的载荷敏感性，且热适应能力更强。所设计
的直圆抛物线铰链为包括空间环境使用的支撑结构柔节的设计提供了指导。
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Research on compliance of compound circular-parabolic hinges
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(1. Changchun Institute of Optics, Fine Mechanics and Physics, Chinese Academy of Sciences, Changchun 130033, China;
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Abstract: A new type of flexible hinges was pr oposed, which were double sided circular - parabolic
hinges. The theoretical structure model of the hinges was established. The Castigliano′ s second theorem
and calculus theory were used to calculate the main performance indexes that were compliance and
rotational accuracy of the hinges. The theoretical calculation and finite element analysis of the
compliance and rotational accuracy were carried out. At the same time, the structural parameters that
affected the hinges′ performance were studied. The results show that the theoretical values of
compliance and rotational accuracy were better than those of the finite element analysis, and the
consistency was greater than 92% . And the minimum cutting thickness t had the greatest influence on
the change of hinges′ compliance. As a new type of hinge, compared with other flexible hinges, the
circular -parabolic hinges combined the advantages of straight circular hinges and parabolic hinges. At
that time, the hinges had stronger rotation performance and weaker load sensitivity, and the thermal
adaptability was stronger. The design of the circular-parabolic hinges provids guidance for the design of
the support structure including using in the space environment.
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0 引 言

柔性铰链利用材料的弹性变形和自恢复特性 ，

使得连接的两个件产生高精度的相对位移 [1]。 不同

于传统的运动副连接，柔性铰链具有较多优点，如结

构紧凑、无间隙、无摩擦、运动精度高、制造工艺简单

等，在精密设备、镜子支撑等领域使用较广 [2]。

Paros 和 Weisbord [ 3 ]根据 Euler -Bernoulli 方
程分析了直圆铰链的性能，推导了其柔度的解析式，

为此后柔性铰链柔度的研究奠定了基础；Lobontiu[4]

分析了抛物线柔性铰链的柔度、精度等性能，推导了

其理论计算公式； 国内的陈贵敏则对直圆椭圆形柔

性铰链进行了分析计算。 以往学者对单一形状及复

合型铰链均有研究， 但尚未见到将直圆和抛物线铰

链结合的相应研究分析。

当所在环境温度变化较大时， 由于材料的各向

异性以及不一致会对结构性能产生影响， 柔节的作

用就是降低温度变化的影响。除此之外，柔节还有减

小所支撑组件的偏心误差、释放装配应力等作用 [5]。

很多场合需要转动能力高、载荷敏感性弱、温度适应

能力强的柔性铰链，且要具有一定的释放热应力(柔
度)和抵抗变形(刚度)的能力 [6-7]。 由于抛物线铰链载

荷敏感性较强，转动性能稍弱 [8],直圆铰链转动能力及
转动精度较大， 但载荷敏感性及温度适应性稍差，将

抛物线和直圆结合可结合其优势，因此文中提出了双

边直圆抛物线复合铰链。 对其进行了分析，并将双边

直圆抛物线铰链与双边直圆铰链、抛物线铰链、直圆

双曲线铰链的性能对比， 结果表明文中所研究的双

边直圆抛物线铰链综合性能均优于后三种。

1 双边直圆抛物线复合铰链的计算

1.1 柔性铰链模型的建立
建立双边直圆抛物线复合铰链理论结构模型 ，

如图 1 所示，其由半径为 R 的圆以及抛物线组成。铰

链分为双边铰链与单边铰链， 双边铰链由两部分铰

链延 X 轴上下对称组成， 每一部分为对应的单边铰

链， 文中主要对双边铰链的性能进行分析计算。 假

定：

(1) 铰链的整体切割厚度，即直圆与抛物线两部

分铰链最小切割厚度为 t，且连接平滑；

(2) 铰链直圆部分的半径 R 等于抛物线部分的
长度 L；

(3) 以直圆与抛物线的交点作为抛物线的顶点。

如图 1 所示， 影响柔性铰链工作性能的主要结

构参数有直圆半径 R、 抛物线部分的切割深度 c、直
圆部分与抛物线部分长度 L、 铰链的最小厚度 t、铰
链宽度 b。

图 1 直圆抛物线柔性铰链的理论结构模型

Fig.1 Theoretical structure model of circular-parabolic

flexure hinges

1.2 柔性铰链整体柔度的计算
在对双边直圆抛物线铰链性能计算时， 为了其

计算简便，假设 [9]：

(1) 铰链形变只产生在直圆与抛物线部分；

(2) 因为铰链实际产生的形变较小，忽略铰链各

部分之间形变的耦合影响；

(3) 分析小变形悬臂梁时，弯矩和力使得铰链产生
形变，考虑轴向载荷而忽略剪切和扭转带来的影响。

根据以上假设， 假定铰链抛物线部分所在的一

端完全固定，直圆部分所在的一端施加转动力矩 Mz0

及力 Fx0、Fy0，并可自由移动转动，如图 2 所示。

图 2 直圆抛物线柔性铰链受力示意图

Fig.2 Load sketch of circular-parabolic flexure hinges

由图 2 可知，转动力矩 Mz0 及 Fy0 使得直圆抛物

线复合铰链发生绕 Z 轴旋转的微小角位移 θ； 力 Fx0

使铰链产生延 X 方向的拉伸或压缩运动， 并产生微
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小位移 x；转动力矩 Mz0 及 Fy0 使铰链产生延 X 轴及
Y 轴方向的拉伸或压缩运动，产生微小位移 y。 由卡
氏第二定理可知，简支梁如果一端完全固定，另一端

承受弯矩及力，则 0 点形变与载荷的关系为：
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0
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(1)

式中：Ci , j为柔度。

由刚度互等原理可知 Cθ z , F y
=Cy , Mz

； 根据卡氏第

二定理可知

θz0 =
坠U
坠Mz0

y0 =
坠U
坠Fy0

x0 =
坠U
坠Fx0

0
0
0
0
0
0
0
0
00
0
0
0
0
0
0
0
0
00
0

；通过材料力学相关理论，变

形能为：

U= 1
2 t乙 Fx

2

EA(x) + t乙 Mz

2

EIz(x)
姨 姨 (2)

式中：E 为材料的弹性模量；A(x)为铰链的横截面面
积，A(x)=bt(x)，t(x)为铰链的可变厚度；Iz(x)为转动惯
量，Iz(x)=bt(x)3/12；Fx =Fx0 ；Mz =Fz0 -Fy0 x。

t(x)的表达式为：

t(x)=
2 L+t/2- R

2
-(x-L)

2姨姨 姨, 0<x<L

2 c(x/L-1)
2
+ t
2姨 姨, L<x<2

0
0
0
00
0
0
0
00
0

L
(3)

求得铰链形变为：

θz0 =
坠U
坠Mz0

= 12
Eb (Mz0 Iθ z0 ,Mz

-Fy Iy ,Mz
)

y0 =
坠U
坠Fy0

= 12
Eb (Mz0 Iy ,Mz

+Fy0 Iy ,Fy
)

x0 =
坠U
坠Fx0

=
Fx0 Ix,Fx

Eb

0
0
0
0
0
0
0
0
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0
0
0
0
0
0
0
0
00
0

(4)

其中，积分变量分别为：

Cθ z ,Mz
= 3L
4Ebt

5/2·

2 ct姨 (6c+5t)+3 2姨 (2c+t)
2
arctan( 2c/t姨 )

4Ebt
5/2

c姨 (2c+t)
2 + 16( t(4L+t)姨 (6L

2
+4Lt+t

2
)+3L(2L+t)

2
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Cy ,Mz
= 3
4Ebt
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L
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2
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c姨 (2c+t)
2 + 8( t(4L+t)姨 (L

2
t-2L

3
)+6L

3
(2L+t)arctan(2L/ t(4L+t)姨 ))

((4L+t)
2/5姨 姨
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= 3
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L
3
(2 ct姨 (28c

2
+28ct-t

2
)+ 2姨 (2c+t)

2
(6c+t)arctan 2c姨

t姨
姨 姨

c
3/2

(2c+t)
2 + 2( t(4L+t)姨 (-16L

4
-8L

3
(8 L

2姨 -3t)
(4L+t)

2/5 +

8L
2
(3+2π)t

2
+4L(1+2π)t

3
+πt

4
+2(2L+t)

3
(6L

2
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2
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t姨 4L+t姨
姨 姨

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
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0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
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Cx,Fx
= 1
2Eb

2姨 L
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arctan 2c
t姨 +π2 t(4L+t)姨 - 2L+t
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Iθ z ,Mz
=

t乙 dx
t(x)

3 =
L

0乙 dx

8 L+t/2- R
2
-(x-L) 2姨姨 姨

3 +
2L

L乙 dx
8 c(x/L-1)

2
+t/姨 姨2

3

Iy ,Mz
=

t乙xdx
t(x)

3 =
L
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8 L+t/2- R
2
-(x-L)

2姨姨 姨3
+

2L

L乙 xdx
8 c(x/L-1)

2
+t/姨 姨2

3
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=

t乙x
2
dx

t(x)
3 =

L
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2
dx
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2
-(x-L)
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+

2L
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2
dx
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2
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3
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t乙 dx
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L

0乙 dx
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2
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+
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L乙 dx
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2
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(5)

计算得到铰链整体各方向柔度公式为：
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Number L/mm R/mm t/mm b/mm c/mm

1 8 8 0.5 5 2

2 8 8 2 7 2

3 8 8 2 9 5

4 10 10 1 5 5

5 10 10 0.5 7 2

6 10 10 2 9 5

7 12 12 0.5 5 2

8 12 12 1 7 2

9 12 12 2 9 5

表 1 柔性铰链参数表

Tab.1 Parameters of flexible hinges

1.3 柔性铰链转动精度分析
铰链在理论工作时， 形变只发生在铰链受力部

位，但即使作用在铰链上的力很小，铰链的中心也会

偏移理论位置，对其转动精度产生影响。铰链的转动

精度可由铰链中心 1 点的柔度代替， 为了求 1 点的
柔度，类似于求解铰链柔度的方法，在中心点 1 施加
一组虚力 Fx1 、Fy1 ，如图 2 所示 ，通过卡氏第二定理

及微积分理论求解 1 点相应的位移，同理可知：

0
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=
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(7)

根据卡氏第二定理可知

x1 =
坠U
坠Fx1

y1 =
坠U
坠Fy1

0
0
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0
0
0
0
0
0

。

通过材料力学相关理论，变形能为：

U= 1
2 t乙 Fx

2

EA(x) + t乙 Mz

2

EIz (x)
乙 乙 (8)

式中：E 为材料的弹性模量；I(x)为转动惯量。

X 点处所受的弯矩 Mz 和轴向力 Fx 分别为：
Fx0 =-Fx0 -Fx1

Mz =Mz0 -My0 x+Fy1 (x-L
乙

)
(9)

由公式(7)~(9)可知铰链转动精度解析式为：

C′
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乙 乙
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其中积分变量为：

I′θz , Mz
=

t乙 dx
t(x)

3 =
2L

L乙 dx
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2
+t/2)

3
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=
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=
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3
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将公式(12)代入公式(11)中得到：

C′
y, Mz

= 3L
2
(-2 ct姨 (10c+9t)+ 2姨 (2c+t)

2
(-3+2t

2
)arctan( 2c/t姨 )

4 c姨 Ebt
5/2
(2c+t)

2

C′
y, Fy

= 12
Eb
·

L
3
(2 ct姨 (28c

2
+28ct-t

2
)+ 2姨 (2c+t)

2
(6c+t)arctan( 2c/t姨 )

32c
3/2
t
5/2
(2c+t)

2 - L
3

16c
2 2c姨 arctan( 2c/t姨 )

t姨
-ln(t)+ln(2c+t姨 姨)姨 姨·

C′
x, Fx

= Larctan( 2c/t姨 )
2ct姨 Eb

(12)

2 柔性铰链的算例分析及有限元验证

2.1 算例分析
为了量化分析双边直圆抛物线铰链性能， 首先

对其进行实例计算 。 计算与分析中均采用 TC4 材
料，材料参数 E=110 GPa，μ=0.3。取 9组参数列于表1，
将其分别代入到文中推导的柔性铰链柔度性能公

式(6)、转动精度公式(12)中得到理论计算结果。 表1 中

各参数意义如图 1 描述所示。

2.2 有限元仿真及分析

采用 MSC/PATRAN 建立有限元模型 ， 如图 3

所示，通过建立 MPC 施加相应的载荷，铰链的直圆

部分施加载荷 Fx0=1 N,Fy0=1 N ,FM0=1 N·m , 抛物
线部分完全固定。 对铰链 0、1 点相应的形变进行计
算 ，通过公式 (1)、 (7)得出柔度及转动精度 ，与通过
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公式 (6)、 (12)的理论结果比较 ，仿真与理论结果计

算误差如图 4、5 所示。

图 3 双边直圆抛物线柔性铰链的有限元模型

Fig.3 Finite element model of double sided

circular-parabolic flexure hinges

图 4 柔度理论计算结果与有限元仿真结果误差值

Fig.4 Comparison of the results of compliance of theory

with the results of finite element simulation

图 5 转动精度理论计算结果与有限元仿真结果对比

Fig.5 Comparison of the theoretical calculations of rotational

accuracy and finite element simulation results

由图 4、 图 5 得知铰链柔度及转动精度理论结

果与有限元结果对比，其误差均小于 8%，即其一致

性大于 92%， 表明理论推导过程及其结果的准确

性。 虽然理论计算和有限元仿真结果一致性满足要

求，但还存在误差，误差可能有两方面的原因：理论

计算和有限元仿真。 首先在理论计算中 ，建立柔性

铰链的悬臂梁等效模型基于一系列的假设 ，例如变

形集中于直圆与抛物线部分 、忽略各部分形变耦合

影响 、忽略剪切和扭转影响等 ，这些假设会引入建

模误差。其次在有限元仿真中，柔性铰链是连续体，有

限元分析必须先对它进行离散化来进行近似计算，从

而产生离散误差。 此外为了兼顾有限元分析的精度和

效率，单元网格划分的大小也可能会引入误差。

3 直圆抛物线复合铰链柔度性能分析

3.1 铰链柔度与其参数的关系
分析公式(6)、(12)可知，柔度性能与 E、b 成单调

递减关系， 其他铰链结构参数 t、c、L 均影响铰链的
柔度性能，且其影响关系较复杂。 现利用 Matlab 对
铰链柔度进行计算，分析柔度与 t、c、L 之间的关系。

作出柔度 Cθz , Mz
随参数(L,c)、(L,t)、(t,c)的关系图，图 6～

8 所示分别为双边直圆抛物线铰链柔度 Cθz , Mz
随设计

参数 c 和 t、c 和 L、L 和 t 的变化关系，其他柔度的变

化关系与 Cθz , Mz
类似。

根据图 6～8 双边直圆抛物线铰链柔度 Cθz , Mz
的变

图 6 双边直圆抛物线铰链柔度 Cθz , Mz
随设计参数 c 和 t 变化关系

Fig.6 Relationship between double sided circular-parabolic

hinges′ compliance Cθz , Mz
and the design parameters c, t

图 7 双边直圆抛物线铰链柔度 Cθz , Mz
随设计参数 c 和 L 变化关系

Fig.7 Relationship between double sided circular-parabolic

hinges′ compliance Cθz , Mz
and the design parameters c, L
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化关系可知，柔度与铰链半长度 L、直圆半径 R 成正

比关系，与 t、c 成反比关系。根据分析可知，在 L 或 c

一定的情况下，柔度随 t 的变化较快，在 t 一定时柔

度随 L、c 的变化缓慢， 说明双边直圆抛物线复合铰

链对参数t 的变化最敏感，L、c 次之。
3.2 与其他柔性铰链性能对比
双边直圆抛物线复合铰链作为一种新型柔性铰

链， 为了分析其相对于目前较常用的其他柔性铰链

性能是否有所提升，将其与双边直圆柔性铰链、双边

抛物线柔性铰链 [10]、双边直圆双曲线铰链 [11]进行比

较，定义相对柔度比公式：

γ= C
Cx

(13)

式中：C、Cx为文中及其他铰链的柔度。

结构参数取表 1 数据，由公式(13)计算出双边直
圆抛物线复合铰链与其他三种铰链的的相对柔度

比，通过计算发现 1、2、5、7、8 组数据对比明显而 3、

4、6、9 组数据差别较小。 分析其参数取值差别，主要
区别在于抛物线铰链切割深度 c 取值不同， 说明 c
对柔度的影响大于 L 对柔度的影响。 此处主要对柔

度随 c 的变化关系进行分析。 为分析差别产生的原

因，根据相关文献选择一组参数 t=2 mm，b=10 mm，

L=10 mm， 分析直圆抛物线铰链与其组成部分直圆

铰链和抛物线铰链的柔度 Cθz , Mz
与 c 的关系， 如图 9

所示，其他柔度随 c 的变化关系与 Cθz , Mz
类似。

由图 9 分析可知， 双边直圆抛物线铰链切割深

度 c 越大，Cθz , Mz
越小，即铰链的柔度与切割深度 c 是

单调变化关系。 当 c＜5.2 mm 时，直圆抛物线铰链的

转动能力大于直圆铰链，小于抛物线铰链，且其受载

荷敏感性大于直圆铰链，与抛物线铰链基本一致。当

c＞5.2 mm 时，直圆抛物线铰链的转动能力与直圆铰

链、抛物线铰链的对比关系与 c＜5.2 mm 时相反。
由以上分析可知， 对于双边直圆抛物线铰链来

说 ，c=L/2 是其性能与直圆铰链和抛物线铰链对比
的临界值， 所以对于实际铰链的选用要根据具体情

况进行参数选择，尽量避免取到临界值附近，以达到

其最优性能。

图 9 三种铰链的 Cθz , Mz
随 c 变化关系

Fig.9 Curve of Cθz , Mz
with c of three kinds of hinges

由于实际中铰链的切割深度一般小于 10 mm，

根据上述双边直圆抛物线复合铰链与双边直圆 、抛

物线铰链的柔度与抛物线部分切割深度 c 的对比 ，

如果要求直圆抛物线铰链具有较高的转动能力 ，c
的取值要尽量小， 因此选择表 1 中 1、2、5、7、8 组数
据作为代表，对其进行理论计算，并将计算结果取平

均值后作出图 10。 由图 10 可知，双边直圆抛物线铰
链的 Cθz , Mz

即转动能力要大于对应的双边直圆、 双边

直圆双曲线铰链，约为直圆铰链的 1.3 倍，直圆双曲

图 8 双边直圆抛物线铰链柔度 Cθz , Mz
随设计参数 L 和 t 变化关系

Fig.8 Relationship between double sided circular-parabolic

hinges′ compliance Cθz , Mz
and the design parameters L, t

图 10 与其他铰链柔度的比较

Fig.10 Comparison of compliance with other flexure hinges
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线铰链的 1.4 倍，仅次于抛物线铰链。 由 Cx, Fx
的比较

可知，双边直圆抛物线铰链对载荷的影响较为敏感，

相对于双边直圆、双边直圆双曲线铰链来说，轴向敏

感性分别提高 20%、14%，相对双边抛物线的轴向敏

感性降低 18%。 总的来说， 当抛物线铰链切割深度

时，双边直圆抛物线铰链的转动能力高于双边直圆、

双边直圆双曲线铰链，但载荷的敏感性稍差，直圆抛

物线铰链的结合对柔度的影响较大而对载荷敏感程

度影响较小。

由参考文献 [12]可知，温度变化范围较大时，对

直圆铰链的转动精度变差， 产生的热误差和热振动

也较大，但对抛物线铰链影响较小。

由于直圆铰链结构紧凑、精度高，但其转动能力

稍弱， 抛物线铰链转动能力大但其对载荷影响较敏

感。将直圆与抛物线结合能够提升其优点，且性能优

于直圆双曲线铰链。 因此直圆抛物线复合铰链适用

于大转角、结构紧凑、温度变化较大的应用场合。

4 结 论

文中介绍了新型双边直圆抛物线复合铰链的结

构形式， 对铰链柔度及转动精度理论计算公式进行

推导，并进行了理论计算和有限元仿真，其结果一致

性大于 92%。 铰链对参数 t 的变化最敏感 ，c、L 次
之。 作为一种新型铰链， 与其他铰链进行了对比分

析，得到：当 c=L/2 时，直圆抛物线铰链的转动柔度

近似是直圆铰链的 1.3 倍， 直圆双曲线铰链的 1.4倍。

直圆抛物线铰链轴向载荷敏感性比抛物线铰链低

18%， 相对于直圆铰链及直圆双曲线铰链高 20%、

14%，但温度变化对直圆铰链影响较大。 因此文中设

计的直圆抛物线铰链结合了直圆与抛物线铰链的优

点，更适用于结构紧凑、温度范围较大 、需要大位移

的应用场合， 为相应适用条件下支撑结构的柔节的

研究提供了指导。
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