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摘要：提出基于工作空间分析解决超冗余串联机械臂构型选择问题的方法。首先，采用正态分布对求取机器人工作空间的蒙

特卡洛法进行改进。用归一化可操作度指标分析机械臂运动的灵活性，用数值仿真的方法得到了最大可操作度值与随机关节

角组合的数量之间的关系，提出求取灵活工作空间的算法。其次，基于得到的工作空间，提出一种体元化算法求取工作空间

的体积，寻找到工作空间的边界部分和非边界部分，通过对边界部分的不断细化，降低了体积求取误差。然后，分析多自由

度串联机械臂构型设计方法，针对 9 自由度超冗余串联机械臂，确定出了 36 种待选择的构型方案。仿真分析 9 自由度超冗
余串联机械臂的工作空间，在待选构型中选取了一组最优构型。结果表明：改进的蒙特卡洛法生成了精确的工作空间；体积

求取算法效率较高，相对误差小于 1%；所选构型的工作空间指标优于已研制的构型，其中可达工作空间体积提高了 26.49%，
灵活工作空间体积提高了 36.63%。 
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Configuration Optimization of Nine Degree of Freedom Super-redundant 
Serial Manipulator Based on Workspace Analysis 
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Abstract：A method to solve the problem of configuration selection of super-redundant serial manipulators based on the workspace 
analysis is proposed. The Monte Carlo method for the robot workspace is improved using normal distribution. The normalized 
maneuverability index is used to analyze the flexibility of the manipulator's movement. The relationship between the maximum 
manipulability value and the number of random joint angle combinations is obtained by numerical simulation, and an algorithm to 
obtain a flexible workspace is proposed. Based on the obtained workspace, a voxelization algorithm is proposed to obtain the volume 
of the workspace, and the boundary and non-boundary parts of the workspace are found. Through the refinement of the boundary part, 
the volumetric error is reduced. A multivariant serials manipulator configuration design method is analyzed. For the 
nine-degree-of-freedom super-redundant series manipulator, 36 kinds of configuration schemes to be selected are determined. The 
workspace of the nine-degree-of-freedom super-redundant series manipulator is simulated and analyzed, and a set of optimal 
configurations is selected in the candidate configuration. The results show that the improved Monte Carlo method generates accurate 
workspace; the volume extraction algorithm has high efficiency and the relative error is less than 1%; the workspace index of the 
selected configuration is better than the configuration developed by this research group. Reachable workspace volume increases by 
26.49% and flexible workspace volume increases by 36.63%. 
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0  前言 

冗余自由度机器人是由机构、控制系统和驱动

系统三部分组成。其中控制系统的研究占了绝大部

分，而机构和驱动系统的研究则相对较少。但是，

冗余自由度机器人的构型决定了机器人是否存在封

闭式的逆解，机器人是否具有灵活操作的能力以适

应不同的作业环境等诸多特性，因此构型研究也是

冗余自由度机器人研究与应用的一个重要方面。为

了能从众多的构型方案中选取一组最优的构型方

案，许多学者对此展开了研究。2006 年，周玉林
等[1]研究了仿人机器人的构型，在多自由度关节处

引入并联机构，采用等效机构替代关节及组合的方

法，构建了最优的人形机器人的构型。2013年，赵
京等[2]基于人体工程学确定出了串联方式下的最佳

仿人机械臂构型。2017年，孟得山等[3]为提高柔性

关节机械臂的头部碰撞安全性，基于机械臂安全指

数和梯度投影法，提出了柔性关节机械臂构型优化

的方法。 
机械臂的工作空间是重要的设计指标，可用来

评价机械臂的各种构型方案。工作空间包括可达工

作空间 (Reachable workspace)和灵巧工作空间
(Dexterous workspace)。灵巧工作空间是机器人能以
任意姿态到达的所有位置的集合，是可达工作空间

的子集，由于结构参数和关节角运动范围的限制，

实际使用的机器人其灵巧工作空间是不存在的[4]。

灵活工作空间(Flexible workspace)是灵巧工作空间
的近似，可用于机器人构型的优化。 
灵活工作空间是机器人能以尽可能多的姿态到

达的所有位置的集合，是可达工作空间的子集。目

前文献中经常采用逆运动学验证给定位姿是否有解

的思想分析机器人的灵活工作空间，这种方法将可

达工作空间离散成不同位置，接着给每个位置离散

尽可能多的姿态，然后对每个位置每种姿态进行逆

运动学求解，最后把大多数姿态都有逆解的位置集

合起来得到灵活工作空间[5-7]。这种方法适用于具有

解析式逆解的机器人的灵活工作空间求取，对于只

能采用数值法求逆解的机器人不适用，因此该方法

不具有通用性。 
在求解机器人工作空间的众多方法当中，蒙特

卡洛法是使用最为广泛的一种数值方法，但是该方

法存在如下问题。 
(1) 应用蒙特卡洛法求得的机器人工作空间的

精确度依赖于随机采样点的数量，当采样点数量不

足时，不能生成精确的工作空间，生成的工作空间

的边界“噪声”很大，不光滑。通过不断增加随机

采样点的数量，虽然可以改善工作空间边界处点不

足的情况，但是大多数的点依旧出现在非工作空间

边界的部位，导致点的浪费[8-9]。 
(2) 机器人正向运动学方程中的坐标变换方程

是非线性的，用蒙特卡洛法取得的关节角角度值服

从均匀分布，经过关节空间到操作空间的映射后，

得到的工作空间点在整个工作空间中的分布就不再

满足均匀分布[10]。会出现有些地方点云密度大，有

些地方点云密度小的问题。而且点云密度小的地方

往往出现在工作空间边界的位置，导致不能生成精

确的工作空间边界。与此同时，点云密度大的地方，

出现“冗余”的情况，严重浪费了计算资源。 
(3) 用蒙特卡洛法求得的机器人工作空间，由

于精确度不高，导致下一步求得的体积误差较大，

不利于机器人构型的优化设计。 
工作空间表示机器人活动空间的范围，其大小

可以用体积来衡量。精确求得工作空间的体积对于

机器人构型优化具有重要意义。目前求体积一般都

采用先求工作空间的边界，再用数值积分法求体积

的方法[11]。然而该方法存在曲线和曲面拟合过程复

杂，精度不易控制的缺点[12]。 
文中研究了 9自由度超冗余串联机械臂的构型

方案优化问题，提出了基于工作空间分析的解决方

法。首先，对求取工作空间的蒙特卡洛法进行改进，

改进的过程包含两个阶段。第一阶段，用传统蒙特

卡洛法生成种子工作空间。第二阶段，基于正态分

布抽样对种子工作空间扩展，通过在扩展的过程中

设定一个精度阈值，确保得到的工作空间中每个位

置都能被准确地描述。其次，分析了评价机器人运

动灵活性的指标，采用归一化的可操作度指标衡量

机器人运动的灵活性。用数值仿真的方法分析了整

个可达工作空间内部最大可操作度值与随机取样的

关节角组合的数量之间的关系，提出了求取灵活工

作空间的算法。接着，针对采用改进蒙特卡洛法得

到的工作空间，提出一种体元化算法求取工作空间

的体积。为了提高计算结果精度的同时保证有较高

的计算效率，将工作空间分为两个部分，设计了寻

找边界和非边界的算法，寻找到工作空间的边界部

分和非边界部分，通过只对边界部分的不断细化，

减少了计算时间，提高了结果精度。然后，分析了

多自由度串联机械臂构型设计方法，针对九自由度

超冗余串联机械臂，通过“选位”和“选型”两个

步骤，确定出了 36种待选择的构型方案。最后，将
可达工作空间体积、灵活工作空间体积和 SLI指标
作为三个指标综合评价机器人的工作空间， 仿真分
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析了本课题组研制的九自由度超冗余串联机械臂

和 36 种待选择构型方案的工作空间，在 36 种方
案中确定出一组最优的构型方案，为了验证提出

的构型选择方法的合理性，对比分析了所选构型

与课题组研制的 9 自由度超冗余串联机械臂的三
个评价指标。 

1  9自由度超冗余串联机械臂 

1.1  9自由度超冗余串联机械臂 
为了更好地执行空间在轨服务任务，本课题组

研制了面向空间的 9自由度超冗余串联机械臂，如
图 1所示，该机械臂由一种大输出力矩、大减速比、
小关节长度的机械臂关节组成，具有结构紧凑、负

载大以及结构互换性好等特点[13]。 

 

图 1  9自由度超冗余串联机械臂 

两个关节之间通过连接板和关节连接轴连接在

一起，相邻关节的关节轴线互相垂直，如图 2所示。 

 

图 2  关节连接方式 

9 自由度超冗余串联机械臂的九个关节属于模
块化关节，具有适应性强、可靠性高、经济性好以

及具有可扩展性等优点。单关节的主要参数如表 1
所示。 

表 1  单关节参数 

半径/mm 臂长/mm 质量/kg 
转角范围/ 

(°) 

输出力矩/ 
(N·m) 

68.5 165.5 3.4 [−90,90] 180 

1.2  运动学模型 
机器人的正向运动学是指在给定所有关节位置

和所有连杆几何参数的情况下，求取末端相对于基

座的位置和姿态。采用修改后的 D-H法建立机器人
连杆坐标系，如图 3所示。 

 

图 3  9自由度超冗余串联机械臂连杆坐标系 

相应的 D-H参数如表 2所示，推导出正向运动
学方程。 

表 2  9自由度超冗余串联机械臂 D-H参数 

连杆 

编号 
1ia − /mm id /mm 1iα − /(°) iθ /(°) 

关节角 

范围/(°) 

1 0 0 0 θ1 [−90,90] 

2 165.5 0 −90 θ2 [−90,90] 

3 165.5 0 90 θ3 [−90,90] 

4 165.5 0 −90 θ4 [−90,90] 

5 165.5 0 90 θ5 [−90,90] 

6 165.5 0 −90 θ6 [−90,90] 

7 165.5 0 90 θ7 [−90,90] 

8 165.5 0 −90 θ8 [−90,90] 

9 165.5 0 90 θ9 [−90,90] 

相邻关节坐标系 1i − 和 i之间的位姿变换矩
阵为 

 

1

1 1 1 11

1 1 1 1

c s 0
s c c c s s
s s c s c c

0 0 0 1

i i i

i i i i i i i

i i i i i i i

a
a a a d a

=
a a a d a

θ θ
θ θ
θ θ

−

− − − −−

− − − −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

i
iT  (1) 

式 中 ， c cos ,i iθ θ= s sin ,i iθ θ= 1 1c cos ,i iα α− −=  

1 1s sini iα α− −= 。 
机械臂末端执行器的正向运动学方程为 

 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8
9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

R P
T T T T T T T T T Ti i i i i i i i  (2) 

 ( )T

x y zP P P=P  (3) 

式中，R为末端执行器相对基坐标的姿态矩阵；P
为末端执行器相对基坐标系的位置矢量。 
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2  工作空间分析 

2.1  改进的蒙特卡洛法 
改进的蒙特卡洛法分为两个阶段，第 1阶段生

成种子工作空间，第 2阶段对种子工作空间进行加
密和扩展。 
2.1.1  生成种子工作空间 

用传统的蒙特卡洛法分别对每个关节变量随机

取得 1N 个值，结合正向运动学方程得到机器人的工
作空间。工作空间中包含 1N 个点，求得这些点在三个
坐标轴方向的最大值和最小值，即 max max max, ,X Y Z 和

min min min, ,X Y Z 。为了准备第 2 阶段种子工作空间的
加密和扩展，进行如下步骤。 

第(1)步：用长方体包络种子工作空间。生成的
种子工作空间小于实际的工作空间，为了方便第 2
阶段的加密和扩展，沿着每一个坐标轴方向增加一

个余量∆，即用一个比种子工作空间大的长方体将
种子工作空间包络起来。此时长方体的顶点坐标为 

( )min min min, ,
2 2 2

X Y Z∆ ∆ ∆− − − ，长方体的长、宽和高 

如下所示。 

 ( )max min max min max min| | | | | |
12

X X Y Y Z Z
∆

− + − + −
=  (4) 

 max min| |l X X ∆= − +  (5) 

 max min| |w Y Y ∆= − +  (6) 

 max min| |z Z Z ∆= − +   (7) 

式中， , ,l w h分别代表长方体的长、宽和高。 
第(2)步：分割长方体。沿着坐标轴 , ,X Y Z 轴方

向将第 1 步中生成的长方体分别分割为 , ,x y zn n n 个
等间距的部分。此时长方体被分割为 x y zk n n n= × ×
个小长方体。逐层对每个小长体进行编号，编号规

则如图 4所示，然后逐一搜索落入每个小长方体中
的工作空间点的数量。在第 2阶段加密及扩展种子 

 

图 4  编号示意图 

工作空间的工程中，为了确保工作空间中每个位置

都能被准确地描述，设定一个精度阈值 goalN 。 
第(3)步：建立数据库 _1Database ，将包含工作

空间点数量小于 goalN 的小长体对应的编号存入该

数据库中。每个小长方体中包含的工作空间点的数

量记为 ( )cN c m n= , ," ，其中 ( )1 m n k≤ , ≤ 。 
第(4)步：建立数据库 _ 2Database ，找到落入

数据库 _1Database 中每个小长方体里面的工作空

间点，将产生这些点的关节角的组合存入该数据

库中。 
2.1.2  种子工作空间扩展 

通过算法 1的流程对种子工作空间进行扩展。 

算法 1：控制精度增长种子工作空间 

Given： _1Database , _ 2Database  ,σ  , δ  , goalN  , max
fn        

1   while _1Database  is not empty do 

2     for c=m,…,n do 
3        0P   workspace point randomly picked among in cS  

4         0q   vector of joint coordinates that generated 0P  

5         fn    0 

6        for i=1,⋯, cn  do 

7          cn    ( )| |goal cN N c m n− = , ,"  

8          iq∗   ( )0
cNormal q σ,  

9          if iq∗  satisfies joint limits then 

10           iP∗    solve the forward kinematic problem 

11         else iq∗   ( )0
cNormal q σ,  

12           _1Database   iP∗  

13           _ 2Database   iq∗  

14         end if 

15        end for 

16      end for 

17      fn    fn +1 

18      if fn > max
fn  then 

19       fn    0 

20       σ    σ / δ   

21      end if 

22   end while               

数据库 _1Database 中存放着待加密和扩展的

小长体，逐层按照编号顺序对每一个小长体进行加

密，对应每个小长方体需要加密的次数为

( )goal| |c cn N N c m n= − = , ," 。对于待加密的小长方

体 cS ，在其包含的所有工作空间点中随机选取一个
点 0P (第 3行)，然后在数据库 _ 2Database 中找到产

生该点的关节角组合 0q (第 4行)。将 0q 作为正态分
布函数的均值，给定一个标准差σ ，利用正态分布
函数在关节角 0q 附近随机取值，取值次数为
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( )goal| |c cn N N c m n= − = , ," 。每次取值得到一个新

的关节角组合 iq∗，判断其是否在对应关节角的取值

范围内，如果是保留该次取值，反之舍弃后重新取

值(第 6，7，8，9，11行)。将新得到的 cn 个关节角
代入正向运动学方程，在 0P 点附近产生 cn 个新的工
作空间点(第 10行)。更新数据库 _1Database 和数据

库 _ 2Database (第 12、13 行)。根据正态分布概率
密度函数的特性，新产生的关节角 iq∗可能离 0q 较
远，经正向运动学方程映射到工作空间后，新的工

作空间点也许没有落在 0P 点所在的小长方体里面。
但是由于产生该点的关节角满足关节角取值范围要

求，所以新得到的点同样是工作空间的点，这些点

落在正在加密的小长方体以外的小长方体中，保证

了工作空间的扩展。正态分布的概率密度函数图像

如图 5所示，σ 越大，曲线越扁平；σ 越小，曲线
越瘦高。本文中标准差σ 是动态可调的，用 fn 表示
算法 1 加密 _1Database 中小长方体时连续失败的

次数，当 fn 大于设定的临界值 max
fn 时，表示此时正

态分布的标准差 σ 太大，通过除以一个调整数
( 1)δ δ > 减小σ ，每次调整完σ 后， fn 重置为 0(第

17，18，19，20 行)。当数据库 _1Database 中不再

包含待加密的小长方体时，加密完成，此时得到的

工作空间即为机器人实际的工作空间。 

 

图 5  正态分布概率密度函数 

2.2  灵活工作空间分析 
文中为了求得机器人的灵活工作空间，首先需

要分析机器人的运动灵活性。一个机器人操作系统

可以看成由关节空间到全局操作空间的机械能量转

换器，其运动灵活性反映了整个系统对运动的全

局转化能力，也就是机器人在任意方向上的运动

能力[14]。分析运动灵活性的指标主要有可操作度、

条件数和最小奇异值，TADOKORO 等[15]研究表明

可操作度指标优于条件数指标和最小奇异值指标，

因为可操作度指标考虑了末端执行器在各个方向上

运动的能力，而条件数和最小奇异值仅仅考虑了在

个别方向上的运动能力。 
2.2.1  可操作度指标 
对于一个具有 n个自由度的超冗余机械臂，其

运动学的微分方程为 

 ( )X q q= J
i i

 (8) 

式中， X
i
表示机械臂末端位姿空间的速度； q

i
表示

机械臂关节空间速度； J 为机器人的雅可比矩阵，
表示机器人关节空间速度与操作臂末端位姿空间的

速度之间的映射。 
为了定量地描述机器人的运动灵活性，

YOSHIKAWA[16]定义了可操作度 

 T
1 2= det( ) mω λ λ λ= ⋅ ⋅ ⋅JJ  (9) 

式中， mλ 为矩阵
TJJ 的特征值。 

可操作度ω的物理意义可以解释为对某一位形
下机器人往各个方向运动能力的综合度量，可以用

来衡量机器人的整体灵活性。可操作度越大，机器

人的运动灵活性就越好，可操作度为 0表明机器人
处于奇异位形[17]。YOSHIKAWA[18]提出了可操作度

椭球的概念，该椭球在几何层面上更加清晰、形

象地对机器人的运动灵活性进行了阐述。由可操

作度椭球得到可操作度的几何意义为椭球各轴长

的乘积，可操作度值的大小与可操作度椭球的体

积成正比。 
2.2.2  归一化可操作度指标 

可操作度指标广泛用于机器人灵活性的测量，

但是可操作度指标是一个有量纲的指标。在评价机

器人运动性能过程中，往往希望得到量纲统一的指

标，为此文献[19]定义了归一化的可操作度指标 nω  

 
1 2 3max( , , , , )

i
n

n

ω
ω

ω ω ω ω
=

⋅ ⋅ ⋅  (10) 

式中， iω 为工作空间中给定点的可操作度值；

1 2 3max( , , , , )nω ω ω ω⋅⋅ ⋅ 是整个工作空间中的最大可

操作度值。 
归一化的可操作度指标 nω 量纲为 1，取值范围

在区间 [ ]0,1 之间， 0nω = 表示该点处于奇异位形；

1nω = 表示该点具有最好的运动性能。 
对于一个给定的机器人，当结构参数已知时，

机器人的关节变量便是唯一的自变量，当机器人在

关节变量范围内运动时，根据可操作度指标的物理

意义和几何意义得知在整个可达工作空间内，机器

人的最大可操作度值是一个有上限的值。用数值仿

真的方法分析可操作度值与随机选取的关节角组合

的数量之间的关系，可以得到全局最大可操作度值

以及取得该值时对应的关节角组合的数量。 
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机器人的构型不同其雅可比矩阵的解析式也不

同，对同一种构型，雅可比矩阵又依赖于机器人的

关节位形。以图 1中的构型为例进行数值仿真，介
绍了确定不同构型的全局最大可操作度值和取得此

值时关节角组合的数量的方法，具体步骤如下。 
第(1)步：采用改进的蒙特卡洛法求机械臂的可

达工作空间，求得的工作空间中每一个点对应着一

组姿态信息。设置一个尽可能大的精度阈值 goalN ，

使得到的工作空间每个位置都被准确描述，即机械

臂运动过程中尽可能多的位形被考虑在内。 
第(2)步：求得工作空间中所有点的可操作度

值，即不同位形对应的可操作度值，然后求得全局

最大可操作度值 maxω 。 
第(3)步：为了验证求得的 maxω 是否取得最大

值，增大第(1)步中的 goalN ，即增加关节角组合的数

量，重复第(1)、(2)步。将此时求得的 maxω 与第(2)
步的 maxω 比较，如果大于，即第(2)步求得的 maxω 已

取得最大值，记录此时对应的关节角组合数量；否

则继续增大 goalN ，重复上述步骤。 
如图 6所示，横坐标表示关节角组合的数量，

纵坐标表示计算出的可操作度值。由图可以看出，

大部分时间可操作度值会随着关节角组合数量的增

大而增大，只在接近最大可操作度值位置时，继续

增加关节角组合数量，可操作度值会上下波动，二

者之间的关系不再符合正相关。分析出现这种现象

的原因，是因为采用蒙特卡洛法选取关节角组合具

有随机性。如图 6所示，对于该构型的 9自由度超
冗余机械臂，在点(6.845,8.112)处可以取得可操作度
的最大值，得到该值需要的关节角组合的数量为

6.84510 个。 

 

图 6  可操作度值与关节角数量之间的关系 

2.2.3  灵活工作空间算法 
用数值法分析机器人灵活性求取灵活工作空间

时，关节角组合的数量不可能取到无穷大，为了尽

可能得到准确的结果，提出了求取灵活工作空间的

算法，该算法分为两个阶段，第一阶段生成种子工

作空间，第二阶段对种子工作空间进行扩展和加密。 
第(1)步：首先用改进的蒙特卡洛法随机抽样，

得到全局最大可操作度值 maxω 以及取得该值时关节

角组合的数量 1N ；然后利用式(9)、(10)计算 1N 组关
节角组合对应的归一化可操作度值。以归一化可操

作度值等于 cω 作为分界点，将可达工作空间分为两
个区域，归一化可操作度值大于等于 cω 以上的区域
定义为灵活工作空间。得到的灵活工作空间被视为

种子工作空间，因为机器人的工作空间是连续的，

为了得到准确描述的工作空间边界，对种子空间进

行扩展和加密。 
第(2)步：采用改进的蒙特卡洛法对种子工作空

间进行扩展和加密，加密完成得到机器人的灵活工

作空间。不同于第 2.1 节中的算法 1 流程，此时需
要加入新的约束条件，即新产生的关节角组合需要

满足第 1步中灵活工作空间定义的要求，满足条件
的关节角保留，不满足的舍弃。 

约束条件算法流程如下 

算法 2： 约束条件 

Given： _1Database , _ 2Database ,σ , δ , goalN , max
fn , maxω , cω     

1      if iq∗  satisfies joint limits then 

2        iω    iq∗  

3        
i

nω   max/iω ω  

4         if 
i

n
cω ω≥  

5           iP∗    solve the forward kinematic problem 

6         end if 

7      else iq∗   0( , )cNormal q σ  

8          _1Database   iP∗  

9          _ 2Database   iq∗  

10     end if 

2.3  体元化算法 
体元是三维空间中的最小单位，体元化是指在

三维空间中用一定数量的体元来模拟真实物体的形

状。由于体元的大小是人为设定的，因此每个体元

的体积是确定的，当真实物体被体元近似后，真实

物体的体积可以近似为所有体元的个数乘以体元的

体积[20-21]。用体元化算法求取物体体积的原理如图

7所示，对于图 7a所示的空间散点组成的球体，首
先用一个大长方体完全包络，然后将大长方体分割

成小体元，小体元是正方体，边长记为 a。对小体
元进行编号，编号方法如图 4所示，然后对体元进
行遍历搜索，删除不包含工作空间点的体元的编号，

建立一个数据库 _ 3Database ，存入包含工作空间点

的体元对应的编号。删除不包含空间散点的体元，

得到图 7b 所示的用体元近似的物体形状。如图 7c
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所示用体元化算法求取物体体积存在误差，误差大

小取决于所用体元体积的大小，当体元的体积越小，

用体元模拟的物体形状越接近物体实际的形状，求

的体积精度越高。通过不断细化体元可以提高计算

结果的精度，但是精度和效率成反比，为了提高计

算精度的同时保证有较高的计算效率，提出了寻找

物体边界的算法，如算法 3所示。如图 7d所示是算
法 3找到的代表物体边界部分的体元，通过只对该
部分体元不断细化可以大大减少工作量进而提高计

算效率。 

 

图 7  体元化算法原理图 

算法 3： 寻找边界和非边界体元 
Given： _ 3Database , a  

1  R    number of voxel in _ 3Database  

2   for 1, 2, ,i n= "  do 

3     0R    the remainder after division of iR by a  

4      Condition 1   1R − ∉ _ 3Database  

5      Condition 2   1R + ∉ _ 3Database  

6      Condition 3   R a− ∉ _ 3Database  

7      Condition 4   R a+ ∉ _ 3Database  

8      Condition 5   0R ==1 

9      Condition 6   0R ==0 

10      if  Condition 1 to Condition 6 at least one is true  then 
11       _ 4Database    R  

12      end if 

13   end for 
14   return _ 4Database  

在三维空间中每个体元最多有 6 个相邻的体
元，对于任意选定的体元，如果与该体元相邻的所

有体元中至少有一个体元中不含有工作空间中的

点，即定义该体元为边界体元。为了简化寻找边界

体元的过程，采用逐层寻找的方法，将三维空间中

每一层体元投影到二维平面，此时每个体元有 4个

相邻的体元。如图 8所示是一个寻找边界体元和非
边界体元的例子，图 8a 中是一个5 6× 的栅格图，

每个栅格代表一个小体元，图中的点表示工作空间

中的点。为了寻找到边界体元和非边界体元，首先

对图 8a中的所有小体元进行编号，如图 8b所示。
接着将不包含有点的小体元删除，将包含有点的小

体元对应的编号存入数据库 _ 3Database 。经过算法

3的流程，对每个小体元分别判断 6个条件(第 4，5，
6，7，8，9 行)，其中前四个条件是判断每个小体
元相邻的 4个体元，如果 4个小体元中出现特殊位
置体元时，需要进行后两个条件的判断，只要满足

其中一个条件，则认为该小体元是边界体元，然后

将其对应的编号存入数据库 _ 4Database 中(第 10，
11，12行)；如果不满足任何一个条件，则该小体元
是非边界体元。 

 

图 8  寻找边界体元示意图 

寻找到边界体元后，通过只对这些体元不断细

化，提高了计算结果的精度同时提高了计算的效率，

细化过程如图 9所示。 

 

图 9  寻找边界体元细化示意图 

用 1V 表示物体非边界部分的体积， 2V 表示物体
边界部分的体积，V 表示物体的体积， (1,2, , )i n" 表

示图 9 所示过程中边界部分体元被细化的次数，ε
表示第 i次细化后求得的物体体积相对第 ( 1)i − 次

细化后求得物体体积的误差。计算公式如下 

 1 2V V V= +  (11) 

 
1

1 100%
i i

i
V V

V
ε

−

−
−= ×  (12) 

由于用体元化算法计算物体体积的过程本质上

是一个近似的过程，理论上边界部分体元被细化的

越小，求得物体体积精度越高，但是会大大增加计

算耗时。因此，综合考虑计算精度和计算效率，以
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相对误差为衡量指标，当相对误差 1.00%ε ≤ 时，认

为求得的物体体积即为实际的物体体积。 

3  工作空间仿真与分析 

对图 1所示的 9自由度超冗余串联机械臂，用
改进的蒙特卡洛法进行工作空间的仿真，各参数设

置如表 3所示。 

表 3  参数设置表 

参数 数值 

关节变量随机取值个数
1

N  10 000 

长方体离散个数 k  15×15×15 

精度阈值
goal

N  150 

正态分布标准差σ  / 3π  

调整数 δ  1.5 

临界值
max

fn  5 

3.1  可达工作空间仿真与分析 
仿真得到的可达工作空间如图 10a、10b所示，

边界“光滑”，不离散，总共需要的采样点的数量是

935 010个。 

 

图 10  可达工作空间 

针对改进的蒙特卡洛法求得的 9自由度超冗余
串联机器人的可达工作空间，采用体元化算法对其

体积进行求取，具体过程如图 11所示。 

 

图 11  计算可达工作空间体积过程示意图 

采用寻找边界体元的算法，寻找到边界体

元，然后对边界体元不断细化，求得可达工作空

间的体积，用 RV 表示，计算过程中数据记录如表
4 所示。 

表 4  可达工作空间体积求取过程数据记录表 

次数

i  

非边界部分体积

3
1 / mmV  

边界部分体积 
3

2 / mmV  

可达工作空间体积

3/ mmRV  

相对误差

( )%ε

1 6.583 0×109 4.179 0×109 1.076 2×1010 — 

2 6.583 0×109 3.515 2×109 1.009 8×1010 6.17 

3 6.583 0×109 3.211 5×109 9.794 5×109 3.00 

4 6.583 0×109 3.061 1×109 9.644 1×109 1.54 

5 6.583 0×109 2.914 6×109 9.557 6×109 0.90 

综上所述，求得的可达工作空间的体积是
99.557 6 10RV = × mm3。 

3.2  灵活工作空间仿真与分析 
采用改进的蒙特卡洛法和灵活工作空间求取算

法，设定临界可操作度值 0.8cω = 求得的灵活工作

空间如图 12a、12b所示，总共需要的采样点的数量
是 512 036个。 

 

图 12  灵活工作空间 

采用体元化算法求取灵活工作空间的体积，求

取过程如图 13所示。 

 

图 13  计算可达工作空间体积过程示意图 

采用与求可达工作空间体积相同的方法，求得

灵活工作空间的体积，用 FV 表示，计算过程中的数
据记录如表 5所示。 
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表 5  灵活工作空间体积求取过程数据记录表 

次数 

i  

非边界部分体积 
3

1 / mmV  

边界部分体积 
3

2 / mmV  

灵活工作空间体积

3/ mmFV  

相对误差

( )%ε

1 2.513 2×109 4.179 8×109 6.693 0×109 — 

2 2.513 2×109 3.546 6×109 6.059 8×109 9.46 

3 2.513 2×109 3.267 8×109 5.781 0×109 4.60 

4 2.513 2×109 3.062 6×109 5.575 8×109 3.55 

5 2.513 2×109 2.976 7×109 5.489 9×109 1.54 

6 2.513 2×109 2.925 6×109 5.438 8×109 0.93 

同理，求得的灵活工作空间的体积是
95.438 8 10FV = × mm3。 

3.3  可达工作空间与灵活工作空间之间的关系 
将上文仿真得到的机器人可达工作空间图与灵

活工作空间图在同一个三维坐标系中表示出来，然

后沿着坐标轴 Z轴方向将图形从中间位置截开，截
面如图 14所示。从图中可以看出灵活工作空间是可
达工作空间的子集，二者的分布关系如下所示。 

 

图 14  可达工作空间与灵活工作空间之间的关系图 

在实际的生产实践中应用机器人进行工作时，

为了满足安全性和可靠性的使用要求，需要机器人

避开边界奇异位置和内部奇异位置，尽可能在操作

性能好的灵活工作空间中运动。定义η 表示灵活工
作空间体积在整个可达工作空间体积中所占的比

例，η 越大，表明机器人结构和构型设计越合理。 

 100%F

R

V
V

η = ×  (13) 

将图 1所示机器人的 R FV V、 代入式(13)得 

 
5.438 8 100%=56.9%
9.557 6

η = ×  (14) 

3.4  SLI指标 
SLI(Structural length index)指标表明机械臂的

结构效率，其定义为：机械臂连杆长度的总和与其

可达工作空间体积的立方根的比值[19]，计算式为 

 
1

( )
n

i i
i

L a d
=

= +∑  (15) 

 3L
ra

LQ
V

=  (16) 

式中， raV 为机械臂末端执行器可达工作空间的体

积； ,i ia d 为连杆的长度和连杆的偏置。 
在设计机械臂的结构时， LQ 的值越小机械臂的

设计越优。将第 3.1 节中计算得到的可达工作空间
体积代入式(15)、(16)得到图 1所示 9自由度超冗余
串联机械臂的 LQ 值为 0.623 9。 

4  构型分析与优化 

4.1  构型分析 
为了便于下文中对构型的描述，将参考坐标系

固定在关节 1与基座连接处，如图 1所示，分别用
R(Red)、G(Green)和 B(Blue)三种颜色表示 X、Y 和
Z轴。采用欧拉角 RPY定义机械臂关节运动，绕 X
轴方向的旋转为偏转(Yaw, Y)，绕 Y轴方向的旋转为
俯仰(Pitch, P)，绕 Z轴方向的旋转为滚动(Roll, R)，
分别用 YR 、 PR 、 RR 表示，其中大写字母 R表示旋转
(Revolute)关节运动副，下标表示旋转方向。图 1中机
械臂的构型可以表示为 Y P Y P Y P Y P YR R R R R R R R R 。 
在进行冗余自由度机械臂的构型设计时，通常

将机械臂的机构分为满足机械臂基本工作空间要求

的位置结构和反映末端执行器姿态要求的姿态结构

两部分。尽管冗余自由度机械臂可由不同的运动副

组成，但是从工作空间范围、灵活性、避障和驱动

装置的安排的角度来考虑，一般在冗余自由度机械

臂的设计中全采用转动副[22]。TSAI 等[23]对位置结

构和姿态结构进行了综合，提出了最佳位置结构和

最佳姿态结构形式，如图 15所示。 

 

图 15  最佳位置与最佳姿态结构图 

采用最佳位置结构和最佳姿态结构可组成如图

16所示的具有最优灵活工作空间的 6自由度机械臂。 

 

图 16  6自由度机器人构型 
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目前，7 自由度串联机械臂中有两种公认的最
佳构型[22]，一般的 7自由度串联机械臂都采用这两
种构型。这两种构型均是在具有最优灵活工作空间

的 6自由度机械臂的配置中添加一个转动副构成的。 
图 17所示的 7自由度机械臂是在图 16所示 6自

由度机械臂关节 2后增加一个横滚转动副构成的。这
种 7自由度机械臂具有和人手臂相似的结构，可以将
前三个关节看成一个球副的肩关节，将后三个关节看

成球副的腕关节，中间的关节看成肘关节。它可以绕

连接肩腕两球副之间的直线做自运动。利用这种特性

不仅可以方便地避开一些障碍物，而且可以完全消除

手腕和肩部的奇异。此外，由于各个运动副是独立分

离的，因此不会影响驱动装置的安装。 

 

图 17  7自由度机器人构型 

图18所示的是另一种结构形式的7自由度机械
臂，它是图 16所示 6自由度机械臂关节 3后增加一
个俯仰运动的转动副后得到的。该机械臂可以看成

是由三个自由度的肩、一个自由度的肘和三个自由

度的腕组成。这种结构形式也可以产生自运动而不

改变手部的位形，从而完全消除肩和腕部出现的奇

异情况，而且也有利于避开障碍物。 

 

图 18  7自由度机器人构型 

在结构上，9 自由度超冗余机械臂是由 9 个关
节串联而成的空间开式链。由于采用的运动副的种

类和顺序的不同，可以得到多种结构形式的冗余自

由度机械臂。每个关节的运动副有 3 种类型，9 个
关节所有运动副的组合有 93 19 683= 种。显然，基

于任何一种评价指标，为了选取一种最优构型，由

于工作量巨大，所以不可能对每一种构型进行分析。

因此，本文中将 9 自由度超冗余串联机械臂视为
“7+2”组合形式，首先选取了两种最常使用的 7
自由度构型方案，然后分别添加两个自由度构成 9
自由度机械臂。添加自由度的步骤如下。 
第(1)步：选位，即确定自由度要添加的位置。

对于 9自由度的超冗余串联机械臂，总共有 9个位
置。自由度可以添加在当前没有自由度存在的任何

一个位置上。 
第(2)步：选型，即确定添加自由度的类型。因

为所有运动副皆为旋转副，所以相对于参考坐标系，

每个自由度有三种类型可供选择，即 YR 、 PR 和 RR 。 
基于以上分析，按照自由度添加的步骤，在图

17所示 7自由度机械臂的基础上添加两个自由度，
添加示意图如图 19所示。 

 

图 19  添加自由度示意图 

添加两个自由度时可供选择选择的位置是 4、
5、6，每个自由度有三种可选类型，经过排列组合
总共得到 54种构型方案，去掉重复构型 33种，去
掉 4、5、6 关节处的三个自由度类型相同的构型 3
种，最后得到 18种构型方案，如表 6所示。 

表 6  构型方案表 

编号 近似肩关节 
近似肘关节 

近似腕关节 
4 5 6 

1 

R Y RR R R− −  

YR

PR  
PR  

R Y RR R R− −  

2 YR  

3 RR  

4 
YR  PR  

5 RR  

6 

RR  
PR  

7 YR  

8 RR  

9 

PR

YR  

PR  

10 YR  

11 RR  

12 

RR

PR  

13 YR  

14 RR  

15 
PR

PR  

YR  16 RR  

17 
RR

PR  

18 RR  
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在图18所示7自由度机械臂的基础上添加两个
自由度，添加示意图如图 20所示。 

 

图 20  添加自由度示意图 

同理，经过排列组合总共得到 54种构型方案，
去掉重复构型 33种，去掉 4、5、6关节处的三个自
由度类型相同的构型3种，最后得到18种构型方案，
如表 7所示。 

表 7  构型方案表 

编号 近似肩关节 
近似肘关节 

近似腕关节 
4 5 6 

1 

R Y YR R R− −  

YR  

PR  
PR  

 

2 YR  

3 RR  

4 
YR  PR  

5 RR  

6 

RR  
PR  

7 YR  

8 RR  

9 

PR  

YR  

PR  

10 YR  

11 PR  

12 

RR  
RR  

13 YR  

14 RR  

15 
PR  PR  

YR  16 RR  

17 
RR  PR  

18 RR  

4.2  构型优化 
对表 6中的 18种构型和表 7中的 18种构型进

行仿真分析，分别计算每种构型的可达工作空间体

积、灵活工作空间体积和 SLI指标。求取灵活工作
空间时以 0.8cω = 为分界点，每种构型的最大可操

作度的值按照第 2.2.2节中的分析方法得到。仿真结
果如图 21所示，由于 36种构型的连杆长度与连杆
偏置之和均相等，因此分析可达工作空间体积和

SLI指标得到的结果等效。图 21a、21b 表示表 6
中 18 种构型的 SLI 指标和灵活工作空间体积，
图 21c、21d表示表 7中 18构型的 SLI指标和灵
活工作空间体积。 

 

图 21  仿真结果直方图 

结果表明在 36种构型方案中，表 7 中编号 15
的构型方案最优，该构型为 RRRYRYRPRPRYRRRYRR。 
将选取的构型与图 1所示构型方案比较，定义

构型 1表示图 1中构型，构型 2为本文所选择的构
型，比较结果如表 8所示。 

表 8  两种构型指标对比表 

构型

可达工作 

空间体积 
9 3/ 10 mmRV ×

 

灵活工作 

空间体积 
9 3/ 10 mmFV ×

 

结构 

效率 

SLI 

(%)η  

1 9.557 6 5.438 8 0.623 9 56.9 

2 12.089 0 7.430 5 0.593 7 61.5 

结果表明所选构型方案的三个指标均优于图 1
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所示构型的三个指标。其中可达工作空间体积较图

1构型提高 26.49%，灵活工作空间体积较图 1构型
提高 36.62%。 

5  结论 

(1) 分析了求取机器人工作空间的蒙特卡洛法
存在的问题，提出了基于正态分布的改进的蒙特卡

洛法，通过设置一个精度阈值，保证了工作空间中

每个位置都被精确的描述，求得的工作空间更加接

近机器人实际的工作空间，边界“光滑”，不离散，

求得精确工作空间时所用的随机关节角组合的数量

大大减少，降低了计算成本。 
(2) 采用归一化可操作度指标分析机器人运动

的灵活性，通过数值仿真的方法得到了可操作度值

与关节角组合数量之间的关系，进而求得最大可操

作度的值。分析了测量机器人整体灵活性的指标，

得到了表达灵活工作空间的方法，提出了求取灵活

工作空间的算法。 
(3) 提出了体元化算法计算机器人工作空间的

体积，将工作空间分为边界部分和非边界部分，通

过只对边界部分体元的不断细化，保证了高精度、

高效率。设计的体积求取算法效率较高，相对误差

小于 1%。 
(4) 研究了 9 自由度超冗余机械臂构型方案选

择的问题，提出了基于工作空间分析的解决方法。 
综合考虑可达工作空间体积、灵活工作空间体

积以及 SLI指标，在 36种待选构型中选取了一组最
优构型。将所选构型与图 1中所示构型进行了对比
分析，仿真结果表明所选构型较图 1 中构型在三
个指标方面均有明显改善，其中可达工作空间体

积较图 1 构型提高了 26.49%，灵活工作空间体积
较图 1构型提高了 36.62%。 
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