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摘 要: 针对机翼结构动力学建模中复合材料离散性引起的精度问题，以及求解速度对机翼气动弹性计算速率的影响，提出了

结合模态试验和模态法建立动力学模型的方法。为了提高求解速度，基于模态贡献对机翼模态进行了截断; 随后进行了全模态

和模态截断的静载数值计算与试验验证。缩减模型的求解结果与全模态求解结果相比误差仅为 0. 25%左右，其相对于试验结

果最大误差仅为 6. 0%，说明试验-数值建模方法能够准确描述复合材料机翼的动力学响应，并且基于模态贡献的模态截断能够

缩减模型、大幅提高求解速度而不会影响求解精度; 对机翼进行静、动气动弹性分析，结果表明气动弹性对机翼的动力学响应具

有不可忽略的影响。
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Combined experiment and numerical modeling approach
for the composite material wing and aeroelastic analysis
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Abstract: Aiming at the accuracy problem caused by the discreteness of composite materials in the dynamics modeling of the wing
structure and the influence of the solution speed on the aeroelastic calculation rate of the wing，a method of establishing the dynamic
model through combining the modal test and modal method is proposed． In order to improve the solution speed，the wing modal is
truncated based on the modal contribution，then the static load numerical calculation and experiment verification for full modal and modal
truncation were carried out． Comparing the results of the reduced modal solution and full modal solution，the error of the solution results
is only about 0. 25%，and the maximum error of the reduced modal solution is only 6. 0% of the test result． The result shows that the
experiment-numerical modeling method can accurately describe the dynamic response of the composite material wing． The modal
truncation based on the modal contribution can reduce the model and greatly improve the solution speed without affecting the solution
accuracy． The static and dynamic aeroelastic analyses of the wing were carried out． The analysis results show that the aeroelasticity has an
unnegligible effect on the dynamic response of the wing．
Keywords: composite material wing; modal test; modal method; modal contribution; aeroelastic analysis

0 引 言

气动弹性现象是由气动力、惯性力和弹性力相互耦

合引起的［1］。NASA 的研究表明，气动弹性对机翼的结

构动力学响应具有明显的影响［2］，使得气动弹性问题成

为机翼的重点研究方向［3］。Hazra 等［4］通过优化机翼外

形尺寸来改善气动弹性现象，Nguyen 等［5］ 和 Haghighat
等［6］进行了气动弹性控制方面的研究工作，肖宇等［7］和

孙海等［8］开展了旋翼颤振的预测工作。
复合材料由于其能在保证结构强度的前提下大量减

少结构的质量，被广泛应用于各个领域［9-11］。但随之而
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来的是结构刚度的大幅降低，使得气动弹性现象更加明

显。由于工艺的特点，复合材料构件在制备的过程中不

可避免地出现分层、基体分布不均匀等现象［12-15］，使得同

一设计的构件性能有较高的离散性，而目前并没有适合

的理论来解决这个问题。
现阶段气动弹性的研究广泛采用的是计算流体动力

学( computational fluid dynamics，CFD) /计算结构动力学

( computational structural dynamics，CSD ) 耦合方法［16-17］。
在使用这个方法对复合材料机翼进行气动弹性的研究过

程中存在以下两个问题。
1) 复合材料的离散性使得传统的建模方法不能体现

机翼的真实性能;

2) 在 CFD /CSD 耦合迭代求解过程中，结构模型的求

解速度会影响气动弹性计算的效率。
为了获得准确的动力学模型，本文采用试验-数值建

模方法对复合材料机翼进行建模，并基于模态贡献对结

构模型进行缩减来提高模型的求解速度。

1 试验-数值建模方法

与复合材料力学性能理论相比，试验能够更准确地

表现复合材料构件的真实性能。模态法作为数值建模方

法的一种，不仅具有足够的求解精度，并且由于其方程组

具有解耦的性质，使得模态法在计算速度上具有很大的

优势。频率响应特性是动力学系统的一个重要性能，不

仅能在试验中准确地提取，并且能够在模态法中充分发

挥其优势。试验-数值建模方法既保留了试验的准确性，

又结合了数值快速计算的特性。

1. 1 模态试验

模态试验是描述结构频率、阻尼和阵型等固有特性

的方法。在时域内，n 自由度系统的结构动力学方程一

般可表示为［18］:

Mx
··

( t) + C x( t) + Kx( t) = F( t) ( 1)

式中: M、C 和 K 分别是质量、阻尼和刚度矩阵; x ( t) 和

F( t) 分别是位移和载荷向量。
将式( 1) 转换为频域内的表达式如式( 2) 所示。
( K + iωC － ω 2M) X( ω ) = F( ω ) ( 2)

式中: ω 是外部载荷的频率; X( ω) 是动力学系统的频率

响应向量。

X( ω ) = ∫
+∞

－∞

x( t) e －iωtdt ( 3)

其中，F( ω) 是外部载荷的频响向量。

F( ω ) = ∫
+∞

－∞

F( t) e －iωtdt ( 4)

式( 2) 可转化为:

X( ω ) = ( K + iωC － ω 2M) －1F( ω ) ( 5)

定义 H( ω) 为式( 2) 中系统的传递函数，则:

H( ω ) = ( K + iωC － ω 2M) －1 ( 6)

H( ω) 可由动力学系统输出 /输入获得:

H( ω ) = X( ω )
F( ω )

( 7)

1. 2 模态法

式( 1) 中动力学方程的特征值和特征向量矩阵为 ω
和 Φ，则:

ω = diag( ω 1，ω 2，…，ω n ) ( 8)

Φ = diag［1，2，…，n］ ( 9)

式中: ω i 和 i 分别是动力学方程的第 i 个特征值和特征

向量。
系统的位移向量可由特征向量的线性组合方式表示。
x( t) = Φq( t) ( 10)

其中，q( t) 称为系统在时域内的模态坐标，q( t) 可表

示为:

q( t) =［q1( t) ，q2( t) ，…，qn( t) ］ ( 11)

由于特征向量矩阵具有以下性质:

T
i Mj = 0 ( 12)

T
i Kj = 0 ( 13)

所以，动力学方程式( 1) 可以被转换成 n 个具有解

耦性质的方程:

q
··

( t) + 2ξω q( t) + ω2q( t) = ΦΤF( t) ( 14)

式中: ξ 为系统的阻尼比。

2 复合材料机翼动力学建模

2. 1 复合材料机翼

本文所研究的复合材料机翼如图 1 所示。

图 1 复合材料机翼

Fig．1 The composite material wing

机翼由 3 种复合材料制成，分别是平纹碳纤维方格

布、平纹玻璃纤维方格布和泡沫夹心材料。
2. 2 复合材料机翼模态试验

复合材料机翼的固有频率、模态阵型等数据由模态

试验获得，试验过程如图 2 所示。
在模态试验中，为了尽量模拟机翼的使用情况，机翼

的根部固定在试验支架上，传感器均匀分布在机翼上表

面机翼的传感器布局位置如图 3 所示。
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图 2 机翼模态试验

Fig．2 The wing modal test

图 3 模态试验传感器布局

Fig．3 The sensor layout in the modal test

模态试验所使用的数据采集仪是东方所 INV3020 型

24 位动态采集仪，传感器为 INV9821 型传感器，激励设

备为 MSC-3 型中弹性力锤。
模态试验采用单输入多输出方法，第 4 点的频率响

应函数( frequency response function，FＲF) 的计算结果如

图 4 所示。

图 4 第 4 点的 FＲF 计算结果

Fig．4 The FＲF calculation result at point 4

经过数据处理的振动信号中获得复合材料机翼的固

有频率和固有阵型等数据，试验所获得的复合材料机翼

前 20 阶模态的固有频率如表 1 所示。复合材料机翼前

20 阶模态的阵型如图 5 所示。
将模态试验的结果带入第 1 节公式中，完成复合材

料机翼动力学模型的建立。

3 模态贡献

复合材料机翼具有无限个模态，但是大多数模态对

机翼的动力学分析没有太大的意义，从众多模态中选

表 1 前 20 阶模态的固有频率

Table 1 The natural frequencies for the first 20 modals

模态 频率 /Hz 模态 频率 /Hz

1 32. 00 11 361. 72

2 101. 74 12 375. 10

3 114. 00 13 380. 63

4 127. 81 14 404. 21

5 201. 48 15 415. 83

6 256. 73 16 425. 68

7 292. 19 17 436. 47

8 299. 89 18 464. 74

9 336. 66 19 480. 44

10 342. 50 20 496. 82

图 5 复合材料机翼模态的阵型

Fig．5 The modal shapes of the composite material wing

取最有用的一部分模态进行模型缩减，能在保证足够计

算精度的基础上，大量减少模型的求解时间。
目前，模型缩减的主要方法是截断高频模态，但没有

合理的证据表明高频模态对动力学分析的意义一定比低

频模态小，冒然截断可能会给计算结果带来最大的误差，

降低求解精度。
针对这个问题，Michael［19］ 和 Chopra［20］ 提出了模态

贡献的概念，他们指出可以通过一定方法衡量不同模态

对动力学分析的意义。
在数值计算中，载荷向量 F( t) 可以分解成一个常数

矩阵和一个时域函数的乘积。
F( t) = sf( t) ( 15)

式中: s 是常数矩阵; f( t) 是时域函数。
那么式( 14) 就可以转换成:
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q
··

( t) + 2ξω q( t) + ω2q( t) = ΦΤsf( t) ( 16)

其中，第 i 个动力学方程可表示为:

q
··

i( t) + 2ξ iω i q
·

i( t) + ω 2
i
qi( t) = T

i sf( t) ( 17)

定义:

qi( t) = T
i sei( t) ( 18)

则式( 17) 转换为:

T
i s( e

··

i( t) + 2ξ iω i
ei( t) + ω 2

i ei( t) ) = T
i sf( t) ( 19)

简化式( 19) ，

e
··

i( t) + 2ξ iω i
ei( t) + ω 2

i ei( t) = f( t) ( 20)

在式( 20) 中，由刚度产生的载荷 fs( t) 为:

fs( t) = ω 2
i
ei( t) ( 21)

位移向量 x( t) 和常数矩阵 s 是由 n 阶模态分量组合

而成:

x( t) = x l
1 + x l

2 + … + x l
n ( 22)

s = sl1 + sl2 + … + sln ( 23)

位移向量 x( t) 中第 i 阶模态分量为:

x l
i = i qi = i

T
i sei( t) ( 24)

第 i 阶模态中刚度产生的载荷为:

Kx l
i = sli fs( t) ( 25)

将式( 21) 和( 24) 代入到式( 25) 中，得到:

Ki
T
i sei( t) = sliω

2
i ei( t) ( 26)

即:

sli = 
T
i sMi ( 27)

则由第 i 阶模态产生的位移分量为:

xs
i = K －1sli ( 28)

由式( 27) 和( 28) 可以得到第 i 阶模态的贡献为:

ModalContributoni =
T

i si

ω 2
i

( 29)

4 复合材料机翼静载分析

为了验证所建立的复合材料机翼动力学模型的准确

性与模态贡献理论的有效性，分别进行全模态静载分析

与基于模态贡献的静载分析，并采用试验手段对分析结

果进行验证。

4. 1 全模态静载分析

在复合材料机翼的结构动力学模型的基础上，分别

以 20 组不同载荷进行数值计算。
在第 10 组载荷下，机翼翼尖位移在时域内的结果

如图 6 所示。从图 6 可以看出，虽然机翼载荷为静载，

但数值计算是以动力学方式进行的。通过计算机翼上

不同节点 的 位 移，可 以 获 取 机 翼 的 变 形 曲 线，如 图 7
所示。

在 20 组不同载荷下，机翼翼尖的位移结果如表 2
所示。

图 6 翼尖位移曲线

Fig．6 The displacement curve of the wingtip

图 7 机翼变形曲线

Fig．7 The deformation curve of the wing

表 2 不同载荷下翼尖位移结果

Table 2 Wingtip displacement results under different loads

载荷序号 位移 /mm 载荷序号 位移 /mm

1 0. 054 2 11 6. 553 7

2 0. 216 6 12 7. 779 4

3 0. 487 4 13 9. 153 5

4 0. 866 6 14 10. 616 0

5 1. 354 0 15 12. 187 0

6 1. 949 8 16 13. 866 0

7 2. 653 9 17 15. 653 0

8 3. 466 4 18 17. 549 0

9 4. 387 1 19 19. 552 0

10 5. 416 2 20 21. 665 0

在 20 组不同的载荷下，机翼变形曲线如图 8 所示。
4. 2 基于模态贡献的静载分析

根据式( 29) 求取复合材料机翼不同模态的贡献值，

前 20 阶模态的贡献值如图 9 所示。
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图 8 不同载荷下机翼变形曲线

Fig．8 Wing deformation curves under different loads

图 9 机翼模态贡献-模态阶数曲线

Fig．9 Modal contribution-number of modal orders
curve of the wing

从图 9 可以看出，模态贡献的大小并不是按照模态

频率从小到大的顺序排列的。以模态贡献大小对模态进

行排 序，排 序 结 果 为: 1-4-2-3-5-8-16-8-9-20-7-10-17-11-
19-14-18-15-13-12。

以式( 30) 分别计算第 1、4、2 阶和 1、2、3 阶模态贡献

比重。

Ｒatio =
∑

r

1
ModalContributoni

∑
n

1
ModalContributoni

( 30)

经计算，Ｒatio1，4，2为 99. 41%，说明只需 1、4、2 阶模态

就能很精确地计算出复合材料机翼的动力学响应。而

Ｒatio1，2，3仅为 97. 39%，说明不经过模态贡献筛选而进行

模态截断很容易造成较大误差。
选取 1、4、2 阶模态对复合材料机翼模型进行缩减并

进行静载分析，在 20 组不同的载荷下，机翼翼尖的位移

结果如表 3 所示。

4. 3 复合材料机翼静载试验

为了验证试验-数值建模方法的准确，以及模态贡献

理论的有效性，进行复合材料机翼的静载试验来对比

表 3 缩减模型的翼尖位移

Table 3 The displacement of the wingtip for the
reduced model

载荷序号 位移 /mm 载荷序号 位移 /mm

1 0. 054 3 11 6. 570 0

2 0. 217 2 12 728 189

3 0. 488 7 13 9. 176 3

4 0. 868 7 14 10. 642 0

5 1. 357 4 15 12. 217 0

6 1. 954 7 16 13. 900 0

7 2. 660 6 17 15. 692 0

8 3. 475 0 18 17. 592 0

9 4. 398 1 19 19. 601 0

10 5. 429 8 20 21. 719 0

数值计算结果。在试验中，机翼的约束条件和载荷情况

与数值计算相同，试验过程如图 10 所示。

图 10 机翼静载试验

Fig．10 The static load test of the wing

在静力学试验中机翼根部被固定，载荷逐级施加在

复合材料机翼的上表面。施加于复合材料机翼的载荷从

54 N 逐级增加至 1 080 N，机翼被分为 6 个区域，每个区

域的载荷由气动分析确定，机翼载荷施加区域如图 11
所示。

图 11 载荷施加区域

Fig．11 Load-exerting area
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机翼的变形结果通过位移传感器测量获得，在 20 组

不同的载荷下，机翼翼尖的位移结果如表 4 所示。

表 4 翼尖的位移结果

Table 4 The displacement result of the wingtip

载荷序号 位移 /mm 载荷序号 位移 /mm

1 0. 05 11 6. 61

2 0. 20 12 7. 76

3 0. 51 13 9. 23

4 0. 85 14 11. 20

5 1. 32 15 11. 53

6 1. 92 16 14. 51

7 2. 63 17 14. 89

8 3. 51 18 18. 02

9 4. 30 19 19. 15

10 5. 50 20 22. 40

4. 4 结果对比

将第 10 组载荷下机翼上各节点位移的全模态分析

结果、基于模态贡献理论的分析结果与试验结果进行对

比，机翼变形结果对比如图 12 所示。

图 12 机翼变形结果对比

Fig．12 The comparison of the wing deformation results

从图 12 可以看出，缩减模型求解结果与全模态求解

结果并无明显区别，并且和试验结果的吻合度都很高。
将两种方法的 20 组不同载荷下的机翼翼尖位移的计

算结果与试验结果进行对比，位移结果对比如表 5 所示。
在表 5 中，前几组位移值非常小，测量仪器的最小分

度值已经不能准确地对结果进行测量，导致对比误差结

果出现异常，所以将前几组误差结果忽略。处理后，缩减

模型的求解结果与全模态求解结果几乎没有区别，误差

只有 0. 25%左右。缩减模型的求解结果相对于试验结果

最大的误差仅为 6. 0%，说明试验-数值建模方法能够准

确地描述复合材料机翼的动力学响应。基于模态贡献的

模态截断即使对模型进行大量缩减，大幅提高模型的求

解速度，却不会影响模型求解精度。

表 5 翼尖位移结果对比

Table 5 The comparison of the wingtip displacement results

序号 模态贡献 /mm 全模态 /mm 误差 /% 试验 /mm 误差 /%

1 0. 054 3 0. 054 2 0. 18 0. 05 8. 6

2 0. 217 2 0. 216 6 0. 28 0. 20 8. 6

3 0. 488 7 0. 487 4 0. 27 0. 51 4. 2

4 0. 868 7 0. 866 6 0. 24 0. 85 2. 2

5 1. 357 4 1. 354 0 0. 25 1. 32 2. 8

6 1. 954 7 1. 949 8 0. 25 1. 92 1. 8

7 2. 660 6 2. 653 9 0. 25 2. 63 1. 1

8 3. 475 0 3. 466 4 0. 25 3. 51 1. 0

9 4. 398 1 4. 387 1 0. 25 4. 30 2. 3

10 5. 429 8 5. 416 2 0. 25 5. 50 1. 3

11 6. 570 0 6. 553 7 0. 25 6. 61 0. 6

12 728 189 7. 779 4 0. 25 7. 76 0. 3

13 9. 176 3 9. 153 5 0. 25 9. 23 0. 6

14 10. 642 10. 616 0. 25 11. 20 5. 0

15 12. 217 12. 187 0. 25 11. 53 6. 0

16 13. 900 13. 866 0. 25 14. 51 4. 2

17 15. 692 15. 653 0. 25 14. 89 5. 4

18 17. 592 17. 549 0. 25 18. 02 2. 4

19 19. 601 19. 552 0. 25 19. 15 2. 4

20 21. 719 21. 665 0. 25 22. 40 3. 0

5 复合材料机翼气动弹性分析

基于试验-数值建模方法建立复合材料机翼的动力

学模型，并采用模态贡献理论对模型进行缩减，将其应用

于某一飞行过程的复合材料机翼的气动弹性分析。

5. 1 数值计算方法

复合材料机翼的数值模型为二阶微分方程，系统理

论表明通过将高阶微分方程转换成状态空间方程，可以

将高阶微分方程进行降阶，大幅降低数值计算的求解难

度，并明显提高数值计算的求解速度。
令:

z( t) =
q( t)
q( t){ }

B =
0
ΦΤ{ }

D =
0 I

－ ω2 － 2ξω[ ]















( 31)

则机翼的数值模型可以转换成状态空间的形式:
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z( t) = Dz( t) + BF( t) ( 32)

Cacciola 等［21］在研究中给出了状态空间形式的微分

方程的一种有效解法。由于 z( t) 是时间 t 的函数，将时

间 t 以 Δt 间 隔 等 分，即 t0，t1，…，tk，tk+1，…。则 方

程( 32) 的解为:

zk+1 = Θ0( Δt) zk + Γ0( Δt) BFk + Γ1( Δt) BFk+1 ( 33)

zk = z( tk )

Fk = F( tk ){ ( 34)

Θ0( t) 是非线性刚度矩阵 D 的指数函数，具体为:

Θ0( t) = eDΔt = I + ΔtD + Δt
2

2!
D2 + … =

∑
∞

k = 0

1
k!

ΔtkDk ( 35)

且:

L( Δt) =［Θ0( Δt) － I］D －1

Γ0( Δt) = Θ0( Δt) － 1
Δt
L( Δt)[ ] D －1

Γ1( Δt) = 1
Δt
L( Δt) － I[ ] D －1













( 36)

通过式( 36) 就可以对复合材料机翼进行气动弹性

分析。

5. 2 复合材料机翼气动参数

本文所研究的复合材料机翼气动参数可以分为两

种: 只考虑机翼刚性的参数和考虑机翼柔性的参数。只

考虑机翼刚性的气动参数如图 13 所示。考虑机翼柔性

的气动参数如图 14 所示。

图 13 只考虑机翼刚性的气动参数

Fig．13 The aerodynamic parameters only considering
the stiffness of the wing

5. 3 静气动弹性分析

采用试验-数值建模方法建立复合材料机翼的动力

学模型，并基于模态贡献对模型进行缩减。分别以两种

气动参数计算机翼在某一速度和迎角下的变形结果，机

翼变形结果对比如图 15 所示。
从图 15 可以看出，两种气动参数数值计算的结果区

别明显，气动弹性现象对机翼的结构响应有不可忽略的

影响。

图 14 考虑机翼柔性的气动参数

Fig．14 The aerodynamic parameters considering the
flexibility of the wing

图 15 机翼变形结果对比

Fig．15 The comparison of the wing deformation results

5. 4 飞行过程中的气动弹性分析

某一次飞行任务的规划如图 16 所示。

图 16 飞行任务示意图

Fig．16 Flight mission schematic diagram

图 16 所示无人机的飞行任务流程如下。
1) 无人机以 7°俯仰角进行弹射起飞;

2) 无人机以 11°俯仰角爬升到 1 000 m;

3) 保持 1 000 m 高度，以 40 m /s 的速度定速巡航;

4) 无人机以－6°俯仰角下降到 500 m;

5) 保持 500 m 高度，以 55 m /s 的速度定速巡航。
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6) 无人机以 11°俯仰角爬升到 750 m;

7) 保持 750 m 高度，以 40 m /s 的速度定速巡航;

8) 无人机以－6°俯仰角下降，准备着陆;

9) 着陆。
计算整个飞行过程中机翼翼尖的位移变化情况，位

移结果对比如图 17 所示。

图 17 翼尖位移结果对比

Fig．17 The comparison of the wingtip displacement results

从图 17 可以看出，在低速时气动弹性对机翼动力学

响应的影响并不明显，随着速度的增大，影响逐渐变大。
在相平面内，封闭的相轨迹定性描述系统的周期运

动。在稳定中心奇点周围，密集的闭轨迹对应系统的自由

振动，孤立的闭轨迹对应系统的自激振动，称为极限环。
当时间趋于无穷时，如果所有相邻的轨迹都趋近于极限

环，则此系统是稳定的，反之系统就不稳定。通过极限环

判定机翼振动的稳定性，就可以判别颤振现象是否发生。
当飞行中的无人机的迎角 α = 2°，速度达到最大速度

V=55 m/s 时，机翼的弯扭动力学响应和相位图如图 18
所示。

图 18 机翼的弯曲、扭转动力学响应和相位图

Fig．18 Dynamic response and phase diagrams of the
wing in bending and torsion

从图 18 可以看出，在最大飞行速度时机翼振动响应

逐渐收敛，说明整个飞行过程中机翼没有发生颤振现象。

6 结 论

气动弹性分析在机翼结构分析中的重要性越来越

高，作为 CFD /CSD 耦合中的重要一环，结构模型的准确

性和求解速度对机翼的气动弹性分析具有很大影响。由

于复合材料机翼制造工艺的原因，传统建模方法很难准

确地建立机翼结构动力学模型，导致机翼动力学分析的

准确性不足。

针对上述问题，本文提出了复合材料机翼的试验-数

值建模方法，充分利用了试验的精确性和数值计算快速

性的特点。为了进一步提高结构模型的求解速度，基于

模态贡献对复合材料机翼动力学模型进行了缩减。

为了对试验-数值建模方法的准确性和模态贡献理

论的有效性进行验证，分别进行了全模态、基于模态贡

献理论的机翼静载数值计算和试验测试，并将数值计

算的结果和试验的结果进行对比分析，误差均较小，与

全模态求解结果的误差仅为 0. 25%左右，与静载试验

结果最大的误差仅为 6. 0%，验证了本文提出的方法准

确、有效。

随后，进行了复合材料机翼的气动弹性分析。在机

翼的静气动弹性分析中，是否考虑机翼柔性的两种分析

结果差异很大。在机翼的动气动弹性分析中，低速时气

动弹性对机翼结构响应的影响并不明显，随着速度的增

大，影响逐渐变大; 在动气动弹性分析中，机翼在最大飞

行速度时的振动响应逐渐收敛。上述结果表明，气动弹

性现象对机翼的结构响应有不可忽略的影响，同时试验-

数值建模方法能够有效地进行复合材料机翼的气动弹性

分析。
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