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空间机械臂在轨刚度计算与验证

毛嘉炜1，2，3，贺帅1，3，刘昌儒1，3，吴清文1，3，4，徐振邦1，3，4，谢宗武5，母德强6

( 1. 中国科学院，长春光学精密机械与物理研究所，吉林长春 130033; 2. 中国科学院大学，
北京 100049; 3. 中国科学院，空间光学系统在轨制造与集成重点实验室，吉林长春 130033;
4. 中国科学院大学材料与光电研究中心，北京 100049; 5. 哈尔滨工业大学机电工程学院，
黑龙江哈尔滨 150001; 6. 长春工业大学机电工程学院，吉林长春 130012)

摘要: 空间机械臂在执行空间任务时具有不同的构型，采用有限元法分析它在各构型下的基频时工作量巨大而难以实

现。为此，提出一种基于柔度矩阵理论建模的计算方法并进行验证。根据机械臂结构特性建立运动学模型; 提出柔度矩阵
理论建模的计算方法; 通过有限元仿真分析机械臂 2 种典型构型，验证柔度矩阵理论; 对机械臂进行地面展开基频实验。
结果表明: 柔度矩阵计算偏差为 3. 4%，理论分析基频与有限元计算基频偏差为 1%，验证了所提出的柔度理论建模方法对
机械臂在轨基频计算的准确性; 理论分析基频与实验基频偏差为 7. 2%，偏差主要来源于有限元仿真，满足工程上 10%的
偏差要求。该方法将柔度矩阵与机械臂构型相结合，能快速计算机械臂在不同构型下的基频。相对于有限元法，该方法得
到较大简化，具有一定的工程应用价值。
关键词: 机械臂; 在轨刚度; 构型; 柔度矩阵; 基频; 有限元仿真
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Calculation and Verification of On－orbit Stiffness of Space Manipulator
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Abstract: Space manipulator has different configurations when performing space tasks，so it is difficult to realize the fundamental

frequency of space manipulator under different configurations by using finite element analysis． Therefore，a calculation method based
on flexibility matrix theory modeling was proposed and verified． The kinematics model was established according to the structural char-
acteristics of the manipulator; the calculation method of the flexibility matrix theoretical modeling was proposed; the flexibility matrix
theory was verified through the finite element analysis of the manipulator under two typical configurations; the ground－based fundamen-
tal frequency experiment for the manipulator was verified． The results show that the flexibility matrix calculation deviation is 3. 4%，
and the deviation between the theoretical analysis fundamental frequency and the finite element calculation fundamental frequency is
1%，indicating that the flexibility theoretical modeling method proposed is accurate to the fundamental frequency calculation of the me-
chanical arm in orbit; the deviation between the theoretical analysis fundamental frequency and the experimental fundamental frequency
is 7. 2%，the deviation mainly comes from the finite element simulation，which meets the engineering requirement of 10% deviation
range． In this method， the flexibility matrix is combined with the manipulator configuration， the fundamental frequency of the



manipulator in different configurations can be calculated quickly． Compared with the finite element method，the proposed method is
greatly simplified and has some engineering application value．

Keywords: Manipulator; On － orbit stiffness; Configuration; Flexibility matrix; Fundamental frequency; Finite element
simulation

0 前言
随着科学技术的不断发展，各国在太空层面进行

了进一步探索。但是太空环境有着微重力、高真空、
高寒、大温差、强辐射的特性，阻碍了对太空的进一
步探索，尤其是载人航天工程［1－3］。在恶劣的空间环
境下，人类许多空间活动很难完成，因此空间机械臂

的研究成为太空探索的重要基础。自 1981 年哥伦比
亚号航天飞机在太空中首次采用机械臂以来，国际空

间站 ( ISS ) 的加拿大臂 ( CANADAＲM2 ) 、欧洲臂
( EＲA) 、日本臂 ( JEMＲMS) 等在外太空操作中起到
了非常重要的作用［4－10］。随科技的进步，对于空间机
械臂技术的需求越来越迫切，而且对其工作能力和性

能、可靠性、安全性、寿命等方面也提出了越来越高
的要求。
空间机械臂是一个机、电、热、控一体化集成系

统，建立准确的运动学、动力学模型和相关的仿真分
析、实验验证是实现机械臂功能的保障［11－14］。机械
臂在轨状态要保证相应的控制性能与运动精度，也要

求确保机械臂的结构刚度。其刚度特性是影响整体运
动学的主要因素，为此对其在轨刚度进行准确模拟分

析［15－16］。目前，国内对于空间机械臂刚度的分析方
法和实验方法研究较少，也少有学者将柔度矩阵建模

与机械臂构型相结合，国外的相关资料也有限。
MUSSA－IVADI 和 HOGAN［17－18］给出了冗余度串联机
械臂的柔度矩阵和刚度矩阵。DIMENTBEＲG［19］第一
次运用旋量理论求出刚体在平衡位置的刚度矩阵。赵
朋飞［20］针对已有刚度矩阵算法进行重构与优化，但

是该研究只是对串联机械臂末端工具的刚度进行了分

析。陈少帅［21］对谐波传动引起的刚度变化进行分析。
上述研究只考虑了谐波减速器与力矩传感器等具有明

显柔性特征的部件的柔度，而忽略了其他部件的柔

度。而空间机械臂具有高轻量化的特点，其他部件的
柔度会引起更大的误差，不能忽略，可以采用有限元

分析的方法计算机械臂的整体柔度。
采用有限元计算机械臂在一种构型下的柔度时，

需要在有限元软件中旋转 7个关节并重新进行连接和
计算，该过程约耗时 4 h。而机械臂实际工作时的构
型有无穷多种，采用有限元分析对各个构型进行建模

与分析工作量巨大且不切实际。因此，应采用新的方
法分析机械臂在不同姿态下的柔度。
针对上述情况，本文作者提出一种将经典柔度理

论与经典机器人运动学理论相结合的计算方法，计算

机械臂在各个位姿下的整体柔度矩阵，并据此预估机

械臂抓取载荷的基频。该方法充分考虑机械臂各部件
的柔度影响，其理论分析与有限元分析计算的柔度偏

差为 3. 4%、基频偏差为 1%，说明了其理论计算方
法的准确性。利用该方法可将计算机械臂在一种构型
下的柔度矩阵的时间由 4 h 减小到 10 ms，大大提高
计算效率。
1 机械臂运动学建模
文中的研究对象是一个七自由度的空间机械臂，

由 2个臂杆、7 个关节、2 个末端执行器、2 台手眼
相机、2台肘部相机组成。机械臂零位构型如图 1 所
示，其零位时的坐标系如图 2 所示。基座坐标系
{ 0} 的原点位于基座末端作用器端面中心点，z 轴方
向垂直于相机。末端坐标系的原点位于末端作用器端
面中心点，z轴方向垂直于相机。相应的 D－H参数见
表 1，则末端相对基座的齐次变换矩阵［22］为

0
nT =∑

n

i = 1

i － 1

i
T =

r11 r12 r13 r14
r21 r22 r23 r24
r31 r32 r33 r34
0 0 0 1
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

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其中:

i － 1
i T=

cθi －sθi 0 ai－1

sθicαi－1 cθicαi－1 －sαi－1 －sαi－1di

sθisαi－1 cθisαi－1 cαi－1 cαi－1di

0 0 0 1




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
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


( 2)

图 1 空间机械臂零位构型

图 2 空间机械臂零位构型坐标系
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表 1 机械臂 D－H参数

i αi－1 / ( °) ai－1 /m di /m θi / ( °)

1 0 0 a0 θ1
2 90 0 a1 θ2
3 －90 0 a2 θ3 －90
4 0 a3 a4 θ4
5 0 a5 a6 θ5 + 90
6 90 0 a7 θ6
7 － 90 0 a8 θ7

机器人的正运动学即给定关节转动角度求解末端

位姿 ( 角度采用欧拉角 321 表示) 。将各关节角度代
入式 ( 1) 可以求得齐次变换矩阵，则相应的末端位
姿为

x = r14 y = r24 z = r34 ( 3)

β = arctan2( － r31， r211 + r22■ 1 )

α = arctan2( r21，r11 )

γ = arctan2( r32，r33 )
{ ( 4)

当 β = ±90°时
α = arctan2( r21 /cβ，r11 /cβ)

γ = arctan2( r32 /cβ，r33 /cβ){ ( 5)

当 β = 90° 时
α = 0，γ = arctan2( r12，r22 ) ( 6)
当 β = － 90° 时
α = 0，γ = － arctan2( r12，r22 ) ( 7)

2 柔度理论建模
2. 1 单元柔度矩阵变换
设图 3中单元 AB中点 B相对点 A在坐标系 { 1}

下的柔度矩阵为1CA
B，则 A、B 两点位移与点 B 受到

的力在坐标系 { 1} 下的关系为
1dxB－

1JB
A
1dxA =

1CA
B
1FB ( 8)

其中:

JB
A =

E M
0 E[ ] ( 9)

M=
0 zB－zA yA－yB

zA－zB 0 xB－xA

yB－yA xA－xB 0











( 10)

图 3 单元柔度矩阵变换
定义矩阵 SB

A，表示串联连杆连接处的过渡矩阵，

公式为

SB
A =

E 0
M E[ ] ( 11)

( SB
A )

－1 =SA
B

JB
A = ( S

A
B )

T{ ( 12)

点 B受到的力在坐标系 { 0} 下与在坐标系 { 1}
下关系式为

0FB =
0
1Q

1FB ( 13)

0
1Q=

0
1Ｒ 0

0 0
1Ｒ[ ] ( 14)

式中: 01Ｒ为坐标系 { 1} 相对坐标系 { 0} 的旋
转变换矩阵。
则:
0dxB－

0JB
A
0dxA =

0
1Q

1dxB－
0JB

A
0
1Q

1dxA =
0
1Q(

1dxB－
1
0Q

0JB
A
0
1Q

1dxA ) ( 15)
对应图中单元 AB，点 A受到的力向点 B等效时，

在坐标系 { 1} 下的描述为
1SB

A
1FA =

1
0Q

0SB
A
0
1Q

1FA ( 16)
则:
1SB

A =
1
0Q

0SB
A
1
0Q ( 17)

0dxB－J
B
A
0dxA =

0
1Q(

1dxB－
1JB

A
1dxA ) =

0
1Q

1CA
B
1FB =

0
1Q

1CA
B
1
0Q

0FB ( 18)
从而推导出单元 AB 在坐标系 { 0} 下的柔度矩

阵与在坐标系 { 1} 下的柔度矩阵的关系为
0CA

B =
0
1Q

1CA
B
1
0Q ( 19)

2. 2 单元柔度矩阵
对于图 4 中的单元 BC，点 C 相对点 B 的柔度矩

阵为0CB
C，单元 BC在点 B受到单元 AB的力为

FAB
B = －SB

CFC ( 20)
则有:

dxC－J
C
BdxB =C

B
CFC = －C

B
C( S

B
C )

－1FAB
B ( 21)

两边同时乘以－JB
C 有:

dxB－J
B
CdxC = J

B
CC

B
CS

C
BF

AB
B ( 22)

CC
B = J

B
CC

B
CS

C
B = ( S

C
B )

TCB
CS

C
B ( 23)

图 4 单元柔度矩阵模型
2. 3 串联单元柔度矩阵
图 5 中各单元的柔度矩阵在世界坐标系 { 0 }

下，单元 AB的柔度矩阵为0CA
B，单元 BC 的柔度矩阵

为0CB
C。设点 C受到的外力为0FC，则单元 AB 在点 B

受到单元 BC的力0FB 为
0FB =S

B
CFC ( 24)

其中:

SB
C =

E 0
N E[ ] ( 25)
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N=
0 zB－zC yC－yB

zC－zB 0 xB－xC

yB－yC xC－xB 0











( 26)

dxB－J
B
AdxA =C

A
BFB =C

A
BS

B
CFC ( 27)

dxC－J
C
BdxB =C

B
CFC ( 28)

dxC－J
C
BdxB =dxC－J

C
B( J

B
AdxA+C

A
BS

B
CFC ) = C

B
CFC

( 29)
dxC－J

C
AdxA = ( J

C
BC

A
BS

B
C+C

B
C ) FC =［( S

B
C )

TCA
BS

B
C+

CB
C］FC ( 30)
所以串联后点 C相对点 A的柔度矩阵为
CA

C = ( S
B
C )

TCA
BS

B
C+C

B
C ( 31)

图 5 单元串联模型
2. 4 镜像单元柔度矩阵
对于单元 BC，点 C 相对点 B 的柔度矩阵为0CB

C，

如图 6所示，镜像单元 B1C1 的坐标系中的 x1 轴和 z1
轴与单元的相对位置关系与原始单元 BC一致，而 y1
轴则相反。因此，镜像单元 B1C1 在坐标系 x1y1z1 下
的柔度矩阵与原始单元 BC 在 xyz 下的柔度矩阵的关
系为

1CB1
C1 =

0CB
C×S ( 32)

S=

1 －1 1 1 －1 1
－1 1 －1 －1 1 －1
1 －1 1 1 －1 1
1 －1 1 1 －1 1
－1 1 －1 －1 1 －1
1 －1 1 1 －1 1



















( 33)

图 6 镜像单元模型
2. 5 整机柔度矩阵
将 i个连杆的柔度矩阵串联，得到整机柔度矩

阵。将相对连杆坐标系的柔度矩阵转换到世界坐标系

下，得到转换后的柔度矩阵:
0CA

B =
0
i Q

iCA
B
i
0Q i= 1，2，…，7 ( 34)

利用串联柔度矩阵公式 ( 31) ，依次求得前 i 个
连杆串联后的柔度矩阵:

C0
i = ( S

i－1
i )

TCo
i－1S

i－1
i +Ci－1

i i＞1 ( 35)
3 机械臂刚度理论模型与实验对比
3. 1 刚度矩阵理论验证
在轨工作状态时，机械臂需要抓取 3 t 货物。为

满足机械臂的控制需求，需要分析其不同构型下抓取
3 t物体的基频。因此，为验证柔度矩阵理论模型的
准确性，对机械臂 2种构型进行有限元分析，对应有
限元模型如图 7所示，其构型参数见表 2。采用柔度
矩阵算法与有限元分析分别计算 2种构型下的柔度矩
阵，结果如表 3 所示。可知，主对角值最大偏差为
3. 4%，该偏差主要来源于有限元 D－H 参数与理论
D－H的参数偏差。同时，非对角线参数存在较大的偏
差，是由于主对角线参数比其他项参数大几个数量

级，矩阵运算时主对角线参数与非主对角线参数耦合

导致的。

图 7 机械臂测试状态下模型

表 2 机械臂 2种构型下的关节角度 单位: ( °)

构型 关节 1 关节 2 关节 3 关节 4 关节 5 关节 6 关节 7

1 90 －90 －90 0 －90 －90 －90

2 90 －90 －172 93 －101 －90 －90
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表 3 机械臂连杆柔度矩阵

方法
( Fx，Fy，Fz ) /N，

( Mx，My，Mz ) / ( N·m)
平动位移 /m

x方向 y方向 z方向
转动位移 / rad

x方向 y方向 z方向

文中

算法

( 1 0 0 0 0 0) 2．18×10－3 2．74×10－6 1．00×10－6 3．02×10－6 3．98×10－6 －1．23×10－6

( 0 1 0 0 0 0) 2．74×10－6 1．74×10－3 －8．04×10－6 －3．47×10－6 －1．83×10－6 －6．82×10－6

( 0 0 1 0 0 0) 1．00×10－6 －8．04×10－6 4．14×10－4 1．86×10－6 2．54×10－6 －1．21×10－6

( 0 0 0 1 0 0) 3．02×10－6 －3．47×10－6 1．86×10－6 9．12×10－4 5．32×10－6 －2．22×10－6

( 0 0 0 0 1 0) 3．98×10－6 －1．83×10－6 2．54×10－6 5．32×10－6 1．04×10－3 －1．44×10－6

( 0 0 0 0 0 1) －1．23×10－6 －6．82×10－6 －1．21×10－6 －2．22×10－6 －1．44×10－6 5．89×10－4

有限

元法

( 1 0 0 0 0 0) 2．18×10－3 2．33×10－6 9．53×10－6 －5．42×10－6 4．00×10－6 －1．23×10－6

( 0 1 0 0 0 0) 2．33×10－6 1．71×10－3 －7．92×10－6 －3．44×10－6 1．78×10－6 －8．73×10－6

( 0 0 1 0 0 0) 9．53×10－6 －7．92×10－6 4．01×10－4 1．81×10－6 2．40×10－6 －1．17×10－6

( 0 0 0 1 0 0) －5．42×10－6 －3．44×10－6 1．81×10－6 9．13×10－4 －7．73×10－6 －3．55×10－6

( 0 0 0 0 1 0) 4．00×10－6 1．78×10－6 2．40×10－6 －7．73×10－6 1．07×10－3 －1．15×10－6

( 0 0 0 0 0 1) －1．23×10－6 －8．73×10－6 －1．17×10－6 －3．55×10－6 －1．15×10－6 5．95×10－4

采用柔度矩阵理论模型进行在轨基频分析时，机

械臂的质量难以精确，为此需要对机械臂质量进行相

关等效分析。由于机械臂负载较大，机械臂自身质量
特性对在轨基频的影响相对较小，将机械臂质量的 1 /2
等效到末端负载上。下面是对该等效方法的偏差估计。

单自由度弹簧固有频率 ω = ■k /m ，不考虑机械

臂质量的基频为 ω1 = k /m■ 2 ，将 1 /2 的机械臂质量

等效到末端的基频为 ω0 = k / ( 0. 5m1 + m2■ ) ，将机

械臂 所 有 质 量 等 效 到 末 端 的 基 频 为 ω2 =

k / ( m1 + m2■ ) ，其中: m1 为机械臂质量 400 kg; m2

为末端负载质量 3 000 kg。
则:

k / ( m1 +m2■ ) ＜ω0 = k / ( 0．5m1 +m2■ ) ＜ k /m■ 2

( 36)

k /m■ 2 / k / ( 0．5m1 +m2■ ) = 1．033 ( 37)

k / ( 0．5m1 +m2■ ) / k / ( m1 +m2■ ) = 1．031 ( 38)
因此，将机械臂质量的 1 /2 等效到末端负载上的

偏差可控制在 3%左右，由于此计算方法考虑的是单自
由度频率，而实际机械臂采用多自由度柔度矩阵，计

算结果会存在一定差异。选取表中 2个典型构型进行
理论计算与有限元分析，结果如表 4所示。可知理论
计算结果与有限元分析结果最大比值为 1. 01，产生该
偏差的主要原因: ( 1) 理论分析时机械臂质量等效到
负载上时存在一定误差; ( 2) 有限元中的 D－H参数与
机械臂实际的 D－H参数存在一定偏差。

表 4 机械臂基频分析结果

构型
基频 /Hz

有限元仿真结果 计算结果

计算值与仿

真值之比

1 0．062 18 0．062 8 1．009 9
2 0．083 322 0．083 2 0．998 5

3. 2 实验验证
为得到柔度矩阵理论模型与实验测试结果的偏差

以验证此计算方法的准确性，对机械臂 2种构型进行
测试，其构型参数同表 2。
基频测试时将机械臂一端固定在模拟墙上，机械

臂各主要单元由气浮工装实现重力卸载，在负载上施

加一定的力使机械臂偏离平衡位置，同时用激光跟踪

仪记录机械臂末端位移。
实验时增加了气浮工装的质量、气浮桁架的刚度

等因素，因为模拟墙的质量与刚度偏低，导致得到的

基频结果也偏低。通过测试实验得到的结果如表 5所
示。机械臂抓取物体时的柔度理论模型计算结果比实
验测试结果偏高，柔度理论模型计算结果与测试结果

之比为 1. 071 8，故柔度矩阵算法计算的基频与实验
结果的偏差为 7. 2%，说明利用该算法能够较准确地
计算机械臂的在轨基频。

表 5 模拟墙测试状态下基频分析结果

构型
基频 /Hz

实验结果 理论计算结果

理论计算结果与

实验结果比值

1 0．058 59 0．062 6 1．071 8
2 0．078 13 0．083 2 1．064 9

4 结论
本文作者提出一种基于柔度理论建模的计算方

法，相较于常见柔度矩阵只考虑关节处柔度的分析方
法，文中柔度矩阵理论方法考虑了机械臂各连杆中主
要零件的柔性，并根据连杆柔度矩阵计算机械臂各个
位姿下的整体柔度矩阵，然后将机械臂整体柔度矩阵
用于机械臂的在轨基频预估。柔度矩阵偏差为
3. 4%，理论分析基频与有限元计算基频偏差为 1%，
验证了所提出的柔度理论建模方法对机械臂在轨基频
计算的准确性。而理论分析基频与实验基频偏差为
7. 2%，偏差主要来源于有限元仿真，但满足工程上
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10%的偏差要求。相对于在采用有限元计算在轨基频
时需要建立各种构型，柔度理论算法将柔度矩阵与机
械臂构型相结合，能快速计算机械臂在不同构型下的
基频，具有工程应用价值。
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